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CROISSANCE ASYMPTOTIQUE DE NOMBRES DE WEIL
APPARTENANT À UN CORPS DE NOMBRES FIXÉ
JOHN BOXALL
Résumé. Nous établissons une équivalence asymptotique lorsque x→ +∞ pour
le nombre d’entiers algébriques α appartenant à un corps de nombres CM K
donné tels que αα ∈ N et αα ≤ x. Ce probème est lié à la fonction zêta des hau-
teurs Zh(X
K , s) associée à la classe anticanonique d’une certaine variété torique
XK sur Q et nous montrons que Zh(X
K , s) possède un prolongement méro-
morphe dans le demi-plan {ℜ(s) > 1
2
}, holomorphe sauf en s = 1. Nous obtenons
au passage une nouvelle démonstration de la conjecture de Manin concernant la
croissance asymptotique des points de hauteur bornée de XK(Q).
We prove an asymptotic formula as x → +∞ for the number of algebraic
intagers α belonging to a given CM number field K with αα ∈ N and αα ≤ x
This problem is related to the height zeta function Zh(X
K , s) associated to
the anticanonical class of a certain toric variety XK over Q and we show that
Zh(X
K , s) has a meromorphic continuation to the half-plane {ℜ(s) > 1
2
} where
it is holomorphic except at s = 1. Along the way we obtain a new proof of
Manin’s conjecture on the asymptotic growth of points on XK(Q) of bounded
height.
1. Introduction
1.1. Énoncé des résultats principaux. Soit F une extension algébrique de Q et
soit n ∈ N∗. Un élément α ∈ F est dit un n-nombre de Weil s’il est entier sur Z et si
pour tout plongement φ : F → C, on a φ(α)φ(α) = n. Notons WF (n) l’ensemble des
n-nombres de Weil appartenant à F et posons WF =
⋃
n≥1WF (n). Si α ∈ WF , on
note αα la valeur commune des φ(α)φ(α), où φ ∈ Hom(F,C).
Lorsque F est un corps de nombres (c’est-à-dire une extension finie de Q), les
ensembles WF (n) sont finis. Notons alors aF (n) le cardinal de WF (n). Le but de cet
article est d’étudier le comportement asymptotique lorsque x→ +∞ de la somme
N (F, x) =
∑
1≤n≤x
aF (n).
Voici une première version de notre résultat principal. Rappelons qu’un corps CM
est un corps de nombres extension quadratique totalement imaginaire d’un corps
totalement réel (voir la § 2).
Theorem 1.1. Soit F un corps de nombres contenant un corps CM. Alors il existe
une constante cF > 0 et un entier ρF ≥ 1 ne dépendant que de F tels que
N (F, x) ∼ cFx(log x)ρF−1, x→ +∞.
Date: le 12 août 2018.
Key words and phrases. Nombres de Weil, corps CM, types CM, fonction zêta des hauteurs,
croissance asymptotique du nombre de points de hauteur bornée.
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Donnons quelques indications concernant la stratégie de la démonstration de ce
résultat. Soit K le sous-corps CM maximal de F (voir le corollaire 2.5). Alors
N (F, x) − N (K,x) = O(√x) (voir le théorème 2.13) et, par conséquent, une fois
le théorème établi pour K, on le déduit pour F et en même temps que cF = cK et
ρF = ρK .
Notons donc désormais K un corps CM et posons
Z0(K, s) =
∑
n≥1
aK(n)n
−s, ℜ(s)≫ 0.
En fait nous verrons que la série converge pour tout s ∈ C avec ℜ(s) > 1. Notons
ζ(s) la fonction zêta de Riemann.
Posons g = 12 [K : Q] et notons K
w,× le groupe {α ∈ K× | αα ∈ Q×}. On
associe alors à K un tore WK sur Q de dimension g + 1 ayant la propriété que
WK(Q) s’identifie avec Kw,×. Ce tore se plonge dans l’espace affine A2gQ dépourvu
de l’origine et on note V K son image dans P2g−1Q . Autrement dit, V
K est défini par
une suite exacte de Q-tores 1→ Gm,Q →WK → V K → 1. D’après le théorème 90 de
Hilbert, V K(Q) est isomorphe au groupe quotient Kw,×/Q×. Notons OK l’anneau
des entiers de K. Un élément non-nul de K est dit réduit s’il appartient à OK mais
n’est divisible par aucun entier naturel > 1. On voit aisément que tout point de
V K(Q) possède un représentant réduit appartenant à Kw,× qui est unique au signe
près.
Proposition 1.2. Le tore V K possède une compactification équivariante lisse XK
ayant la propriété suivante. Soit P ∈ V K(Q) et soit α ∈ OK un représentant réduit
de P . Si en plus α n’est divisible par aucune place ramifiée de K/Q, alors la hauteur
de P par rapport au diviseur anticanonique de XK (plongée convenablement dans un
espace projectif) est égale à αα.
Or, il s’avère que fonction ζ(2s)−1Z0(K, s) est liée à la fonction zêta des hauteurs
(au sens de [14]) de XK associée à son diviseur anticanonique. Notons cette fonc-
tion Zh(XK , s). Dans certains cas on peut ainsi ramener le théorème 1.1 à un cas
particulier de la conjecture de Manin qui prédit l’équivalence asymptotique énoncée
dans le théorème 1.1 avec l’entier ρK égal au rang du sous-groupe Pic(XK)Q du
groupe de Picard Pic(XK) de XK formé des éléments fixés par le groupe de Galois
absolu Gal(Q/Q) de Q. Tel est le cas lorsque le groupe CwK qui sera définie au début
de la sous-section 1.2 est trivial, auquel cas nous verrons que les séries de Dirichlet
1
2ζ(2s)
−1Z0(K, s) et Zh(XK , s) possèdent toutes les deux des produits eulériens dont
les facteurs sont les mêmes en dehors des nombres premiers ramifiés dans K. Dans
son travail Peyre [23] a proposé, sous certaines conditions qui sont satisfaites notam-
ment par les variétés toriques projectives lisses (voir [24], § 2.1), une formule explicite
pour la constante cK .
La conjecture de Manin (ainsi que son raffinement par Peyre) ayant été démontré
dans le cas des variétés toriques par Batyrev et Tschinkel [1], [2] (voir aussi le travail
de Bourqui [4]), le théorème 1.1 devient dans le cas où CwK est trivial un simple
corollaire de leurs résultats. En fait, il résulte de leur travail qu’il existe ε > 0 tel que
Zh(K, s) se prolonge en une fonction méromorphe sur le demi-plan {ℜ(s) > 1 − ε},
holomorphe à l’exception d’un unique pôle d’ordre ρK en s = 1. Le théorème 1.1 en
découle par application d’un théorème taubérien ; en fait, nous sommes en mesure de
démontrer un résultat plus précis (voir le théorème 1.5).
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Toutefois, pour démontrer le théorème en toute généralité, nous sommes obligés
d’adopter une autre stratégie, qui permet en même temps d’étendre le domaine de
méromorphie de Z0(K, s) et de Zh(K, s) à un demi-plan plus grand. Le théorème
suivant résume une partie des conclusions des Propositions 4.13, 4.17 et 5.1 :—
Theorem 1.3. Soit K un corps CM. On pose g = 12 [K : Q]. Les fonctions Z0(K, s)
et Zh(K, s) possèdent des prolongements méromorphes sur le demi-plan {ℜ(s) > 12}.
Elles sont holomorphes en dehors de s = 1, où elles ont un pôle d’ordre égal au rang
de Pic(XK)Q. Si g = 1, elles se prolongent en des fonctions holomorphes sur C−{1}.
Si g = 2, elles se prolongent en des fonctions méromorphes sur C.
Lorsque g = 1, K est un corps quadratique imaginaire et, si wK désigne l’ordre
du groupe des racines de l’unité dans K, alors
Z0(K, s) = wKζK,0(s) = wK
∑
(α)
NK/Q(α)
−s,
où ζK,0(s) est la fonction zêta partielle de K associée à la classe des idéaux principaux
de K, la somme parcourant l’ensemble (α) des idéaux principaux de l’anneau des
entiers OK de K et NK/Q(α) désignant l’indice du groupe additif αOK dans OK .
L’holomorphie de Z0(K, s) dans le cas g = 1 est donc un résultat classique, qui
peut être déduite de celles de certaines fonctions L en écrivant ζK,0(s) sous la forme
1
hK
∑
χ L(s, χ), où hK est l’ordre du groupe de Picard de OK et la somme parcourt
les fonctions L attachées aux caractères χ de Pic(OK) identifié par le biais de la loi
de réciprocité d’Artin avec le groupe de Galois relatif à K du corps de classes de
Hilbert de K.
1.2. Stratégie de la démonstration du théorème 1.3. Notre stratégie pour
démontrer le théorème 1.3 lorsque g ≥ 2 s’inspire de celle que nous venons d’esquisser
dans le cas g = 1. Si F est un corps de nombres, on note OF son anneau des entiers,
IF le groupe des idéaux inversibles (c’est-à-dire OF -sous-modules de F projectifs
de rang un) et PF le sous-groupe de IF formé des idéaux principaux. Le groupe de
Picard Pic(OF ) s’identifie alors avec le groupe quotient IF /PF . Il est bien connu que
Pic(OF ) est un groupe fini. On note wF l’ordre du sous-groupe de torsion du groupe
multiplicatif F×.
Rappelons que K désigne un corps CM. On note
— K×,w le groupe {α ∈ K× | αα ∈ Q×},
— IwK le sous-groupe de IK formés des idéaux fractionnaires a pour lesquels il
existe q ∈ Q× tel que aa = qOK ,
— PwK le sous-groupe de I
w
K formé des idéaux engendrés par un élément de K
×,w,
— CwK le groupe quotient IwK/PwK ,
Nous verrons que CwK est un groupe fini (voir la proposition 4.12). Notons hwK son
ordre.
Notons Iw,+K sous-monoïde multiplicatif de I
w
K formé des idéaux entiers. Pour tout
caractère χ de CwK , on pose
Z(K,χ, s) =
∑
a∈Iw,+K
χ(a)NK/Q(a)
−s/g, Z(K, s) = Z(K, 1, s),
où NK/Q(a) désigne l’indice du groupe additif a dans OK et χ(a) est la valeur de
χ en l’image de a dans CwK . (Remarquons que si aa = nOK avec n ∈ N∗, alors
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NK/Q(a) = n
g.) On a alors
(∗) Z0(K, s) = wK
hwK
∑
χ
Z(K,χ, s).
Or, l’avantage des fonctions Z(K,χ, s) est qu’elles possèdent des produits eulériens
Z(K,χ, s) =
∏
p
Zp(K,χ, s), Z(K, s) =
∏
p
Zp(K, s)
—où p parcourt l’ensemble des nombres premiers — et que les coefficients des facteurs
Zp(K,χ, s) (et en particulier Zp(K, s)) se calculent en fonction de la forme de la
décomposition de pOK comme produit d’idéaux premiers. Cela permet de montrer
que Z(K,χ, s) se prolonge méromorphiquement sur {ℜ(s) > 12} avec un unique pôle
d’ordre au plus ρK en s = 1, l’ordre précis du pôle étant determiné en fonction de χ.
En vertu de (∗), on déduit le prolongement méromorphe de Z0(K, s) sur {ℜ(s) > 12}
avec unique pôle d’ordre au plus ρK en s = 1, et on montre que l’ordre du pôle est,
en fait, égal à ρK (voir le lemme 4.14).
En appliquant une légère généralisation de la proposition 1.2, nous verrons que la
fonction zêta des hauteurs Zh0 (X
K , s) de XK peut s’écrire sous une forme analogue
à (∗) :
Zh0 (X
K , s) =
wK
2hwKζ(2s)
∑
χ
Z˜(K,χ, s),
où, pour chacun des caractères χ, Z˜(K,χ, s) possèdent un produit eulérien qui diffère
de celui de Z(K,χ, s) seulement en les facteurs aux nombres premiers ramifiés dans
K. On obtient ainsi une nouvelle démonstration de la conjecture de Manin pour la
variété torique XK .
Notons L la clôture galoisienne de K dans C et Γ le groupe de Galois de L sur
Q. Notons CMK l’ensemble des types CM de K (voir le no 2.3) ; il suffit de rappeler
ici qu’un type CM sur K est un sous-ensemble Φ de Hom(K,C) tel que Φ ∪ Φ =
Hom(K,C) et Φ ∩ Φ = ∅. Il est clair que Hom(K,C) s’identifie avec Hom(K,L). En
particulier, Γ opère sur CMK : si γ ∈ Γ et si Φ ∈ CMK , alors γΦ := {γ ◦ φ | φ ∈
Φ} ∈ CMK . La proposition suivante résume le lien entre les propriétés arithmétiques
de XK et celles du corps de nombres K (voir le théorème 3.6 et la proposition 3.12).
Proposition 1.4. La variété torique XK se plonge comme intersection complète
lisse de g− 1 quadriques dans l’espace projectif P2g−1Q de telle manière que XK−V K
se décompose, après extension de scalaires à L, comme réunion d’un ensemble P de
2g espaces projectifs de dimension g − 1. En outre, les Γ-ensembles P et CMK sont
isomorphes.
Cette proposition permet notamment de calculer la fonction L d’Artin associée à
Pic(V K)Q. Plus généralement on construit, pour tout caractère χ de CwK , un produit
fini Π(K,χ, s) :=
∏
Φ∈Orb∗(CMK)
L(χΦˆ, s) de fonctions L de représentations abé-
liennes partout non-ramifiées des groupes de Galois de certains sous-corps KˆΦ de L
(on renvoie à la discussion précédant le corollaire 4.10 pour les notations). Ce produit
a la propriété que Z(K,χ, s)/Π(K,χ, s) s’écrit (après suppression des facteurs eulé-
riens aux nombres premiers ramifiés dans K) comme un produit eulérien convergent
sur {ℜ(s) > 12}. Cela permet d’identifier l’ordre du pôle de Z(K,χ, s) en 1 et d’en
déduire le théorème 1.3.
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Lorsque g = 2, on montre que les quotients Z(K,χ, s)/Π(K,χ, s) s’expriment eux-
mêmes (aux facteurs eulériens aux nombres premiers ramifiés près) comme séries L
(en la variable 2s), et le prolongement méromorphe sur C de Z(K,χ, s) en découle
immédiatement (voir la § 5). Par contre, lorsque g ≥ 3, vus les résultats de Kurokawa
[17, 18], il paraît peu probable que ces fonctions puissent être prolongées sur C tout
entier.
Les fonctions Π(K,χ, s) étant des produits de fonctions L de Hecke, des résultats
sur la croissance dans des bandes verticales de ce type de fonction (voir par exemple
[16], Chapter V), l’application d’un théorème taubérien — par exemple celui démon-
tré dans l’appendice A de [7] — permet de démontrer le résultat suivant plus fort
que le théorème 1.1.
Theorem 1.5. Il existe P (X) ∈ R[X ] de degré ρF − 1 ainsi qu’une constante δ > 0
tels que
N (F, x) = xP (log x) +O(x1−δ)
lorsque x→∞. 
Remarque 1.6. Nous verrons au cours de la démonstration de la proposition 1.4 que
la valeur de ρK ne dépend que de g et du groupe Γ ; il est alors facile de la calculer
dans des cas simples. Le tableau suivant donnent quelques exemples :—
g 1 2 2 2 ℓ ℓ g
Γ C2 C4 C2 × C2 D4 C2ℓ D2ℓ 2g.Γ1
ρK 1 1 2 1 1 +
2ℓ−1−1
ℓ 1 +
2ℓ−1−1
ℓ 1
Ici, Cm désigne un groupe cyclique d’ordre m, Dm le groupe diédral d’ordre 2m,
ℓ un nombre premier impair, Γ1 le groupe de Galois de la clôture galoisienne de
K0 dans L, 2g.Γ1 une extension de Γ1 par le produit direct C
g
2 de g copies de C2.
Rappelons que, quel que soit K, il existe r ∈ {1, 2, . . . , g} et une suite exacte de
groupes 1→ Cr2 → Γ→ Γ1 → 1 (voir le corollaire 2.6).
Le tableau liste toutes les possibilités lorsque g ≤ 2. On peut également en déduire
toutes les possibilités lorsque g = 3 car on sait que dans ce cas Γ est isomorphe à
l’un des groupes C6, D6 ou 23.Γ1 avec Γ1 = C3 ou D3. Pour le calcul des valeurs des
ρK voir la remarque 3.13.
1.3. Travaux antérieurs. À notre connaissance, les premiers travaux consacrés à
l’étude de la croissance asymptotique de la distribution des nombres de Weil dans
un corps fixé sont ceux de Greaves et Odoni [15] et Odoni [20]. Dans [15], les auteurs
considèrent les ensembles WK(n) où n est de la forme pk, k étant un entier fixé et
p variant sur l’ensemble des nombres premiers. Le cas k = 1 est également considéré
dans [5] Theorem 2.4. Par exemple, on tire de ces résultats qu’il existe un nombre
rationnel dK > 0 tel que le nombreNp(K,x) :=
∑
1≤p≤x,p premier aK(p) est équivalent
lorsque x → +∞ à dK xlog x ; on remarquera que cette formule ne fait pas intervenir
explicitement ρK ce qui est en contraste avec le théorème 1.1 du présent papier.
Dans [20], Odoni étudie la croissance de la fonction Nε(K,x) définie par la somme
partielle
∑
1≤n≤x εK(n), où εK(n) = 1 si WK(n) 6= ∅ et εK(n) = 0 si WK(n) = ∅.
Dans ce but, il introduit également la fonction ηK : N∗ → {0, 1} définie par ηK(n) = 1
ou ηK(n) = 0 selon qu’il existe a ∈ IwK tel que aa = nOK ou non. La fonction ηK
étant multiplicative, Odoni est amené à étudier la fonction zêta associée. Des groupes
en relation avec notre groupe CwK apparaissent également dans la § 2 de son travail,
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qui contient également des idées semblables à notre proposition 4.9. Toutefois, le lien
entre les formules qu’il obtient et la nôtre reste à préciser.
Comme nous l’avons déjà signalé, la première démonstration complète de la conjec-
ture de Manin dans le cadre des variétés toriques a été donnée par Batyrev et Tschin-
kel [1] et [2]. Depuis, d’autres démonstrations ont été trouvées, notamment par Sal-
berger [25] puis par de la Bretèche [9]. Nous reviendrons dans le no 4.4 aux liens précis
entre notre travail et ces démonstrations, qui ne sont pas complètement élucidés (au
moins dans la tête de l’auteur), faute d’interprétation satisfaisante du groupe CwK (ou
plutôt d’un certain quotient de CwK noté SK) en termes des invariants arithmétiques
usuels du tore V K . Cela a comme conséquence que nous ne savons pas exprimer les
fonctions Z(K,χ, s) comme intégrales adéliques de manière satisfaisante.
Le problème de l’ensemble de méromorphie des fonctions zêta des hauteurs a été
abordé par de nombreux auteurs : on trouvera un bilan des résultats obtenus jusqu’en
2009 dans [10] et le sujet continue de faire objet de nombreuses publications. Toutefois
à la connaissance de l’auteur, les théorèmes 1.3 et 1.5 ne sont pas couverts par les
résultats parus dans la littérature jusqu’ici.
L’étude du comptage des points rationnels appartenant à des intersections (com-
plètes ou non) d’hypersurfaces projectives a débutée avec le travail de Birch [3].
Malgré des progrès récents (voir par exemple [11], [6] et [26]), ces résultats, dont les
démonstrations sont basées sur la méthode du cercle, s’appliquent lorsque le nombre
de variables croît exponentiellement par rapport aux degrés, ce qui n’est pas le cas
pour XK .
Rappelons que les tores WK se rencontrent dans la nature comme exemples de
sous-tores maximaux du groupe GSp2g(Q) des similitudes symplectiques et jouent
un rôle important dans la théorie des variétés abéliennes à multiplication complexe.
De plus, les valeurs propres d’une matrice carrée M à coefficients entiers, de taille
(2g, 2g) et telle que tMM = nI2g sont des exemples de n-nombres de Weil. Notons
enfin que les articles [12], [19] et [28], parmi d’autres, s’intéressent aux différents
aspects de la distribution de nombres de Weil.
1.4. Plan du papier. Il se résume ainsi. La § 2 est consacrée à quelques rappels
sur corps CM, les nombres de Weil et les types CM. Dans la § 3, nous décrivons
les tores WK et V K ; nous décrivons également la compactification XK de V K et
nous établisserons quelques unes de ses propriétés. En particulier, nous démontrarons
la proposition 1.2. Dans la § 4 nous étudions les produits eulériens des fonctions
Z(K,χ, s) et nous démontrerons la théorème 1.3, à l’exception de la dernière phrase
concernant le cas g = 2. Le no 4.4 est consacré aux liens entre notre travail et ceux
d’autres auteurs ; nous y montrons notamment que les tores V K et WK satisfont à
l’approximation faible. Enfin, dans la § 5 nous étudierons le cas particulier où g = 2.
Remerciements. Ce travail a été commencé pendant un séjour à l’Université de Co-
lorado à Boulder et j’aimerais remercier cet établissement et plus particulièrement
David Grant pour l’organisation de ce séjour. Je remercie également Felipe Voloch
et Mirela Ciperiani pour m’avoir accueilli à l’Université de Texas à Austin pendant
une visite courte mais très fructueuse.
2. Rappels sur les corps CM et les nombres de Weil
Cette section est consacrée aux rappels sur les corps CM, les nombres de Weil et
les types CM. Les démonstrations manquantes se trouvent dans [15] et [27].
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2.1. Les corps CM. Soit F un corps commutatif, qui est extension algébrique de
Q. On note Hom(F,C) l’ensemble des plongements de F dans C. Si φ ∈ Hom(F,C),
on note φ l’élément de Hom(F,C) défini par φ(α) = φ(α).
Définition 2.1. On dit que F est totalement réel (resp. totalement imaginaire) si,
quel que soit le plongement φ ∈ Hom(F,C), on a φ(F ) ⊆ R (resp. φ(F ) 6⊆ R). On
dit que F est un corps CM si s’il est totalement imaginaire et extension quadratique
d’un sous-corps totalement réel.
Proposition 2.2. Soit K un corps CM et soit K0 un sous-corps totalement réel de
K tel que [K : K0] = 2.
(i) Tout sous-corps de K est soit totalement réel soit un corps CM.
(ii) Le sous-corps K0 est uniquement déterminé par K. Tout sous-corps totalement
réel de K est contenu dans K0.
(iii) Notons c l’automorphisme non trivial de K fixant K0. Alors c commute avec
tout autre automorphisme de K/Q. Si α ∈ K, alors φ(c(α)) = φ(α) pour tout φ ∈
Hom(K,C). 
Définition 2.3. En vertu du point (ii), on appelle K0 le sous-corps réel maximal de
K. En vertu du point (iii), on appelle c la conjugaison complexe de K.
Si α ∈ K, on écrit souvent α pour c(α). Si K0 est un corps totalement réel et si
α ∈ K0, on pose α = α.
Proposition 2.4. Soit F une extension algébrique de Q. Notons Etr(F ) (resp.
Ecm(F )) l’ensemble des sous-corps totalement réels (resp CM) de F .
(i) Toute intersection de corps appartenant à Etr(F ) appartient à Etr(F ). Tout
corps engendré par une famille de corps appartenant à Etr(F ) appartient à Etr(F ).
(ii) Toute intersection de corps appartenant à Ecm(F ) appartient à Etr(F ) ou à
Ecm(F ). Tout corps engendré par une famille de corps appartenant à Ecm(F ) appar-
tient à Ecm(F ). 
Corollaire 2.5. Soit F une extension algébrique de Q.
(i) F possède un unique sous-corps totalement réel maximal (pour l’inclusion). Si
F contient au moins un sous-corps CM, alors il contient un unique sous-corps CM
maximal.
(ii) On suppose F galoisienne sur Q. Si K0 ∈ Etr(F ), alors la clôture galoisienne
de K0 dans F appartient à Etr(F ). De même, si K ∈ Ecm(F ), alors la clôture galoi-
sienne de K dans F appartient à Ecm(F ). 
Corollaire 2.6. Soit K un corps CM et soit L une clôture galoisienne de K sur Q.
Soit K0 (resp.L0) le sous-corps réel maximal de K (resp. L), Γ le groupe de Galois
de L/Q et c le générateur de ΓL0 . Alors L0 est galoisienne sur Q, c est un élément
central de Γ et, si on note Γ0 (resp. Γ1) le groupe de Galois de L0/Q (resp. de la
clôture galoisienne de K0 dans L sur Q), il existe un entier r ∈ {1, 2, . . . , g} et un
diagramme commutatif à lignes horizontales exactes
1 < c > Γ Γ0 1
1 Cr2 Γ Γ1 1 
Lemme 2.7. Soit K un corps CM. Alors il existe ε ∈ K tel que K = Q(ε) et
ε2 ∈ K0.
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Démonstration. Posons 2g = [K : Q]. Puisque K est une extension quadratique de
K0, il existe ε0 ∈ K tel que ε20 ∈ K0 et K = K0(ε). Il est clair que c(ε0) = −ε0.
il suit que le K0-espace vectoriel V := {ε ∈ K | c(ε) = −ε} est de dimension un,
avec base ε0. Supposons que V ne contient aucun élément ε tel que K = Q(ε). Alors
pour tout ε ∈ V , le degré de l’extension Q(ε)/Q divise 2g, et n’est pas égal à 2g.
Elle est donc de degré au plus g. Or, V est un Q-espace vectoriel de dimension g :
en utilisant le fait que K ne contient qu’un nombre fini de sous-corps et le fait qu’un
Q-espace vectoriel non-nul n’est pas une réunion finie de sous-espaces propres, on
voit que V est égal à un sous-corps de K de degré g. Puisque V n’est pas stable par
multiplication, on aboutit à une contradiction. 
2.2. Les nombres de Weil. Si F est une extension algébrique sur Q, on note OF
son anneau des entiers (c’est-à-dire la clôture intégrale de Z dans F ).
Définition 2.8. Soit α un élément d’une extension algébrique F de Q et soit n ∈ N∗.
On dit que α est un n-nombre de Weil si α ∈ OF et si pour tout φ ∈ Hom(F,C) on
a φ(α)φ(α) ∈ N∗. On dit que α est un nombre de Weil (au sens général) s’il existe n
tel que α soit un n-nombre de Weil.
Comme dans l’introduction, on note WF (n) l’ensemble des n-nombres de Weil
appartenant à F et on pose WF =
⋃
n≥1WF (n).
Remarques 2.9. (1) En utilisant le fait que tout plongement dans C d’un sous-corps
de F s’étend à un plongement de F on voit facilement que cette définition ne dépend
pas du choix de F mais uniqument du sous-corps Q(α) engendré par α.
(2) Nous avons ajouté l’épithète « au sens général » car un bon nombre d’auteurs
réserve le terme nombre de Weil aux nombres algébriques entiers sur Z et tels que
φ(α)φ(α) est une puissance d’un nombre premier. Toutefois, dans ce papier, la notion
de nombre de Weil sera toujours entendue dans le sens de la définition 2.8. Par
ailleurs, dans [15] et [20], les α tels que α2 ∈ Q+ ne sont pas considérés comme étant
des nombres de Weil.
Proposition 2.10. Soit α ∈ F . On suppose qu’il existe q ∈ Q tel que φ(α)φ(α) = q
pour tout φ ∈ Hom(F,C).
(i) Quel que soit φ ∈ Hom(F,C), |φ(α)| = √q.
(ii) Ou bien α2 = q auquel cas Q(α) est réel, ou bien Q(α) est un corps CM. Si
Q(α) est un corps CM, alors son sous-corps réel maximal est Q(α+ qα ).
Démonstration. (i) Puisque |φ(α)| = |φ(α)|, c’est clair.
(ii) Notons Mα ∈ Q[x] le polynôme minimal de α. On considère deux cas.
Si Mα possède une racine réelle, alors il existe φ ∈ Hom(Q(α),C) qui se factorise
par l’inclusion R ⊆ C. Alors 0 ≤ q = φ(α)φ(α) = φ(α)2, d’où φ(α2) = q ce qui
implique que Mα est de degré 1 ou 2 et que α2 = q. Comme q > 0, Q(α) est soit égal
à Q soit un corps quadratique réel.
Si Mα ne possède aucune racine réelle, alors le corps Q(α) est totalement ima-
ginaire. En outre, q > 0 et α 6= 0. Posons λ = α + qα . Si φ ∈ Hom(F,C), alors
φ(λ) = φ(α) + φ( qα ) = φ(α) + φ(α) ∈ R. On en tire que Q(λ) est totalement
réel. D’autre part, Q(α) est une extension quadratique de Q(λ), car α est racine
de x2 − λx + q et, Q(α) étant totalement imaginaire et Q(λ) étant totalement réel,
l’éventualité Q(α) = Q(λ) est exclue. 
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Lemme 2.11. Soit K un corps CM et soit α ∈ K. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes.
(i) α ∈ Kw,× ∪ {0}.
(ii) φ(α)φ(α) est indépendent du choix de φ ∈ Hom(K,C).
Démonstration. L’implication (i)=⇒(ii) est claire. Montrons la réciproque. Posons
q = φ(α)φ(α). Si L désigne la clôture algébrique de K dans C, alors q ∈ L. Rappelons
que Γ désigne le groupe de Galois de L sur Q. Puisque c est un élément central de
Γ, on a γ ◦ φ = γ ◦ φ. L’hypothèse (ii) implique alors que γ(q) = q pour tout γ ∈ Γ,
d’où q ∈ Q. 
Lemme 2.12. Soient α, β deux nombres de Weil appartenant à l’extension algébrique
F de Q. Si αOF = βOF , alors il existe une racine de l’unité ζ ∈ F tel que β = ζα.
Démonstration. On peut supposer que F est une extension finie de Q, qui est soit
un corps quadratique réel soit un corps CM. Puisque α et β engendrent le même
idéal de OF , il existe ζ ∈ O×F tel que β = ζα. D’autre part, puisque αα, ββ ∈ N∗ et
ααOF = ββOF , on voit que αα = ββ. Notons cet entier naturel n. Alors |φ(α)| =
|φ(β)| = √n pour tout φ ∈ Hom(F,C), d’où |φ(ζ)| = 1 pour tout φ ∈ Hom(F,C). Un
théorème bien connu de Kronecker implique alors que ζ est une racine de l’unité. 
Theorem 2.13. Soit F une extension finie de Q et soit n ∈ N∗.
(a) L’ensemble WF (n) est fini.
(b) Si K désigne le sous-corps CM maximal de F , alors aK(n) ≤ aF (n) ≤ aK(n)+
2 et, lorsque x→∞, N (F, x) −N (K,x) = O(√x).
Démonstration. (a) Puisque F ne contient qu’un nombre fini de sous-corps, il suffit
de traiter le cas où F est un corps quadratique réel ou un corps CM. Soit α ∈ WF (n).
PuisqueOF est un anneau de Dedekind, l’idéal nOF n’est divisible que par un nombre
fini d’idéaux de OF . En particulier, comme ααOF = nOF , il n’y a qu’un nombre fini
de possibilités pour l’idéal αOK . On conclut en évoquant le lemme 2.12
(b) Puisque K ⊆ F , on a aK(n) ≤ aF (n). D’après le point (ii) de la proposi-
tion 2.10, un n-nombre de Weil α n’appartenant pas à K satisfait à α2 = n, d’où
aF (n) ≤ aK(n) + 2. D’autre part, F ne contenant qu’un nombre fini de sous-corps
quadratiques, on voit que l’ensemble SF des entiers n0 > 1 sans facteur carré tels
que
√
n0 ∈ F est fini. Par conséquent, s’il existe α ∈ F tel que α /∈ K et α2 = n,
alors n = m2n0 avec m ∈ N∗ et n0 ∈ SF . D’où l’estimation N (F, x) − N (K,x) =
O(
√
x). 
2.3. Types CM. Fixons un corps CM K de degré fini sur Q ; on note K0 son sous-
corps réel maximal, L la clôture galoisienne de K dans C, Γ le groupe de Galois de L
sur Q. Rappelons que L est un corps CM : on note L0 son sous-corps réel maximal.
On pose g = [K0 : Q], gL = [L0 : Q]. Si F est un sous-corps de L, on note ΓF le
sous-groupe de Γ correspondant à F .
Un type CM sur K est un sous-ensemble Φ de Hom(K,C) tel que Φ ∪ Φ =
Hom(K,C) et Φ ∩ Φ = ∅. Ici, Φ désigne l’ensemble φ | φ ∈ Φ}. Si Φ est un type
CM, alors Hom(K0,C) = {φ|K0 | φ ∈ Φ} et, réciproquement, tout type CM sur K
est obtenu en choisissant, pour tout φ0 ∈ Hom(K0,C), une extension de φ0 à K.
Ainsi, il y a 2g types CM sur K. On désigne l’ensemble de ces types CM par CMK .
On trouvera davantage d’information sur les types CM dans le chapitre 2 de [27] ;
par la suite nous nous limiterons donc à des rappels brefs.
10 JOHN BOXALL
Si φ ∈ Hom(K,C), alors φ(K) ⊆ L et on peut donc considérer les éléments de
Hom(K,C) comme des éléments de Hom(K,L). En outre, L étant galoisien sur Q,
tout élément de Hom(K,L) se prolonge en un élément de Γ. Deux éléments σ, τ ∈ Γ
définissent le même élément de Hom(K,L) si et seulement s’il existe γ ∈ ΓK tel que
τ = σ ◦ γ.
Le groupe Γ opère à gauche sur CMK : si γ ∈ Γ et si Φ ∈ CMK , alors γ · Φ =
{γ ◦ φ | φ ∈ Φ}.
Soit Φ ∈ CMK et soit S ⊆ Γ l’ensemble des automorphismes de L prolongeant les
éléments de Φ. Alors S est un type CM sur L et le groupe {γ ∈ Γ | Sγ = S} contient
ΓK . Réciproquement, si S est un type CM sur L tel que {γ ∈ Γ | Sγ = S} contienne
ΓK , alors S est le l’ensemble des prolongements d’un type CM sur K.
D’autre part, si Φ ∈ CMK , alors le sous-groupeH = {γ ∈ Γ | γS = S} ne contient
pas la conjugaison complexe et le sous-corps Kˆ = KˆΦ de L correspondant à H est un
corps CM, appelé le corps reflex de (K,Φ). On voit facilement que si Φ, Φ′ ∈ CMK
sont dans la même orbite sous Γ, les corps KˆΦ et KˆΦ′ sont conjugués sous Γ.
Proposition 2.14. Soit Φ ∈ CMK et soit Orb (Φ) l’orbite de Φ sous Γ. Alors les
Γ-ensembles Orb(Φ) et Hom(KˆΦ, L) sont isomorphes.
Démonstration. Soit ι l’inclusion de KˆΦ dans L. Alors le stabilisateur de ι est égal
à ΓKˆ , ce qui est également le stabilisateur de Φ. Les actions de Γ sur les en-
sembles finis Orb (Φ) et Hom(Kˆ,C) étant transitives, on peut définir une bijection
u : Hom(Kˆ,C)→ Orb (Φ) par la règle
u(γ ◦ ι) = γ · Φ, (γ ∈ Γ).
et on vérifie sans peine qu’il s’agit d’un Γ-morphisme. 
Soit Φ ∈ CMK . On définit un type CM sur KˆΦ, appelé le reflex de Φ et noté Φˆ,
de la manière suivante. Soit S l’ensemble de tous les prolongements des éléments de
Φ à des automorphismes de L. Alors S et S∗ = {σ−1 | σ ∈ S} sont des types CM sur
L et on vérifie que S∗ est l’ensemble des prolongements à L d’un type CM sur KˆΦ
qui sera noté Φˆ. On définit alors la norme associée à Φˆ comme étant le morphisme
de groupes NΦˆ : Kˆ
× → L× donnée par NΦˆ(α) =
∏
ψ∈Φˆ ψ(α). Le lemme suivant est
bien connu :
Lemme 2.15. La norme NΦˆ associée à Φˆ prennent ses valeurs dans K
× et, en fait,
dans le groupe Kw,× = {α ∈ K× | αα ∈ Q×}. 
On en tire facilement que NΦˆ induit alors des morphismes de groupes (encore notés
NΦˆ) IKˆ → IwK , PKˆ → PwK , Pic(OKˆ)→ CwK qui seront utilisés par la suite.
3. Les tores WK et V K et la compactification XK
3.1. Notations. On reprend les notations introduites au début du no 2.3. Si F est
une extension finie de Q, on note TF la restriction de Weil du groupe multiplicatif
Gm,F à Q. Rappelons que TF est un tore sur Q dimension [F : Q] tel que, pour toute
Q-algèbre E, on ait TK(E) ≃ Gm,F (E ⊗Q F ) fonctoriellement en E.
3.2. Définition des tores WK et V K . La norme NK/K0 de K sur K0 induit un
morphisme de Q-tores TK → TK0 (également noté NK/K0) ; désignons par TK/K0,1
son noyau. D’autre part, l’inclusion Q× ⊆ K×0 induit une inclusion de Gm,Q dans
TK0. Le tore WK est alors défini comme étant l’image réciproque par NK/K0 de
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Gm,Q ; il s’agit donc d’un sous-tore de TK . La sitution est résumée par le diagramme
commutatif à lignes exactes
1 TK/K0,1 TK TK0 1
1 TK/K0,1 WK Gm,Q 1.
NK/K0
D’autre part, l’inclusion Q× ⊆ K× induit une inclusion de Gm,Q dans TK qui se
factorise par WK . Le tore V K est alors défini par la suite exacte
(∗) 1 Gm,Q WK V K 1.
Si E est une Q-algèbre, la conjugaison complexe α 7→ α s’étend à E ⊗Q K par
u⊗ α 7→ u ⊗ α. Si α ∈ K×, alors NK/K0(α) = αα et NK/K0 s’étend naturellement
en un morphisme (E ⊗QK)× → (E ⊗QK0)× que nous désignons encore par NK/K0 .
Le corps K étant fixé, on supprime désormais l’indice K de la notation si aucune
confusion n’est à craindre.
Lemme 3.1. (i) On a dimW = g + 1 et dimV = g.
(ii) La composée de l’inclusion TK/K0,1 ⊆ W et de la flèche W → V est une
isogénie de TK/K0,1 sur V .
(iii) W et V sont déployés par L.
(iv) Pour toute Q-algèbre E, on a W (E) ≃ {α ∈ (E ⊗Q K)× | NK/K0(α) ∈
E×} fonctoriellement en E et, si Γ opère trivialement sur E, V (E) ≃ W (E)/E×
fonctoriellement en E.
Démonstration. Le point (i) découle de la discussion précédente.
(ii) Puisque dimTK/K0,1 = dimV , il suffit de montrer que le noyau est fini. C’est
clair car ker(W → V ) = Gm,Q et Gm,Q 6⊆ TK/K0,1.
(iii) On sait que L déploie TK . Puisque tout sous-tore d’un tore déployé sur un
corps de caractéristique nulle est déployé, on en tire que W est déployé par L. Enfin
V est déployé par L en raison de la suite exacte (∗).
(iv) La description de W (E) découle de la définition de W , puis celle de V (E) du
théorème 90 de Hilbert. 
3.3. Le groupe des caractères. En général, si T est un tore sur Q, on note Tˆ son
groupe de caractères Hom(T,Gm,Q). Dans tous les cas qui nous concernent, T sera
déployé par L et nous supposerons par la suite que c’est le cas. Ainsi Tˆ possède alors
une structure naturelle de Γ-module.
Posons Ξ = Hom(K,C), Ξ0 = Hom(K0,C). Alors TˆK s’identifie avec le groupe
abélien libre Z[Ξ], l’élément
∑
φ∈Ξ nφφ correspondant au caractère α 7→
∏
φ∈Ξ φ(α)
nφ
(où α ∈ K×). L’action de Γ est alors donné par (γ, φ) 7→ γ ◦φ. De la même manière,
le Γ0-module TˆK0 s’identifie avec Z[Ξ0], que l’on considère comme un Γ-module via
l’application quotient Γ→ Γ0. Notons IΞ l’idéal augmentation de Z[Ξ] et JΞ le sous-
module de Z[Ξ] engendré par les éléments φ + φ avec φ parcourant Ξ. Le lemme
suivant est alors clair.
Lemme 3.2. La conjugaison complexe opère par −1 sur TˆK/K0,1 et sur Vˆ . 
Lemme 3.3. On dispose d’isomorphismes naturels de Γ-modules TˆK/K0,1 ≃ Z[Ξ]/JΞ,
Wˆ ≃ Z[Ξ]/(IΞ ∩ JΞ) et Vˆ ≃ IΞ/(IΞ ∩ JΞ)
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Démonstration. Rappelons que, à tout morphisme de Q-tores T → S déployés par L
correspond un morphisme de Γ-modules Sˆ → Tˆ , et que le foncteur T 7→ Hom(T,Gm,Q)
transforme suites exactes en suites exactes. Ainsi, à la suite exacte de tores 1 →
TK/K0,1 → TK NK/K0−−−−→ TK0 → 1 correspond une suite exacte de Γ-modules 0 →
Z[Ξ0] → Z[Ξ] → TˆK/K0,1 → 0. Or l’application Z[Ξ0] → Z[Ξ] transforme φ0 en
φ+φ, φ, φ étant les deux prolongements de φ0 à K. Par conséquent, l’image de Z[Ξ0]
and Z[Ξ] est égale à JΞ, et on tire l’isomorphisme naturel TˆK/K0,1 ≃ Z[Ξ]/JΞ. On
démontre les deux autres de la même manière, en remarquant que IΞ est le noyau du
morphisme Z[Ξ]→ Gˆm,Q correspondant à l’inclusion Gm,Q →֒ TK . 
3.4. Un éventail complet et régulier. Posons M = Vˆ , N = Hom(M,Z), que
l’on considère comme Γ-modules. Si A est un Z-module, on note MA (resp. NA)
le A-module M ⊗ A (resp. N ⊗ A). Fixons une fois pour toutes un type CM Φ =
{φ1, φ2, . . . , φg} de K. On note U le produit cartésien de g copies de {−1, 1} indexé
par les éléments de Φ.
Pour tout φ ∈ Φ, on note fφ la fonction Z-linéaire Z[Ξ]→ Z définie sur les éléments
ψ de Ξ par
fφ(ψ) =


1 si ψ = φ
−1 si ψ = φ
0 si ψ /∈ {φ, φ}.
Il est clair que les fonctions fφ s’annulent sur JΞ, de sorte qu’on peut les considérer
comme des fonctions sur TˆK/K0,1 et sur M et donc, par Z-linéarité, comme des
éléments de N . On note également fφ son image dans NR par l’application naturelle
N → NR. Il est facile de voir que (fφ)φ∈Φ est une base du R-espace vectoriel NR.
Rappelons [8] (voir [2] pour des rappels brefs) qu’un éventail dans NR est un
ensemble Σ de cônes polyédraux σ tel que
(i) Tout σ ∈ Σ contient 0 ;
(ii) Toute face d’un cône appartenant à Σ appartient à Σ ;
(iii) L’intersection de deux cônes de Σ est une face de chacun d’eux.
De plus, l’éventail Σ est dit complet (resp. régulier ou lisse) s’il possède la propriété
(iv) (resp. (v)) suivante :
(iv) NR =
⋃
σ∈Σ σ ;
(v) Tout cône de Σ est engendré par un sous-ensemble d’une Z-base de N .
Pour chacun des 2g éléments u = (uφ)φ∈Φ de U , on note eu l’élément de NR définie
par
eu =
1
2
∑
φ∈Φ
uφfφ.
Disons que deux éléments de U sont voisins s’ils diffèrent en une et une seule
coordonnée. On définit alors un éventail Σ dans NR de la manière suivante. Pour
tout d ∈ {1, 2, . . . , g}, l’ensemble Σ(d) des cônes de dimension d appartenant à Σ est
donné par
Σ(d) =
{ d∑
s=1
R+eus | (u1, u2, . . . , ud) ∈ Ur, u2, . . . , ud sont des voisins
deux-à-deux distincts de u1
}
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En particulier, Σ(1) = {R+eu | u ∈ U}. On vérifie que Σ est bien un éventail
complet et régulier. (Afin de vérifier la propriété (v), il suffit de montrer que si
(u1, u2, . . . , ug) ∈ Ug et si u2, . . ., ug sont des voisins deux-à-deux distincts de u1,
alors (ui)1≤i≤g est une Z-base de N . Pour cela, on commence en remarquant que, si
φ0 ∈ Φ est fixé, alors (φ − φ0 + IΞ ∩ JΞ)φ∈Φ est une Z-base de IΞ/(IΞ ∩ JΞ) et que
eu(φ− φ0) = 12 (uφ + uφ0). Un calcul court permet alors de conclure.)
Selon la théorie générale des variétés toriques (voir par exemple [8], où la plupart du
temps le corps de base est C mais les résultats dont nous aurons besoin sont de nature
algébrique et s’étendent sans difficulté variétés toriques sur un corps quelconque de
caractéristique nulle et dont le tore dense est déployé), on peut associer à l’éventail
Σ une compactification équivariante et lisse de V sur le corps L déployant V . Posons
V = V ×SpecQ SpecL et notons cette compactification X. Posons D = X − V . La
construction explicite de V et de X à partir de Σ (voir [8] et qui est également
rappelée dans les Propositions 1.2.3 et 1.2.4 de [1]) fournit la description suivante de
X.
Theorem 3.4. Le variété X est projective, isomorphe sur L à la sous-variété de
P2g−1 définie par les équations X1X2 − X2i−1X2i = 0 ( 2 ≤ i ≤ g). Sous cet iso-
morphisme, l’ouvert V de X correspond à l’ouvert X1X2 6= 0 et D est définie par les
équations
(∗) X1X2 = X3X4 = · · · = X2g−1X2g = 0.
Par conséquent, D est la réunion d’un ensemble P de 2g sous-espaces projectifs de
dimension g − 1.
En plus, −D est un diviseur canonique de X. L’espace de sections globales de
OX(D) est engendré par (XjXk)/(X1X2), 1 ≤ j ≤ k ≤ 2g, avec pour seules relations
celles provenant de (∗).
Démonstration. Il suffit de montrer que l’éventail décrit plus haut correspond bien à
la variété X définie dans l’énoncé. Il est clair que X est projective et lisse. Soit W le
tore image réciproque de V dans G2gm ⊆ A2g. Alors W est paramétré par
(t1, t2, . . . , tg+1) 7→ (t1, t2, t3, t1t2
t3
, t4,
t1t2
t4
, . . . , tg+1,
t1t2
tg+1
),
(voir [8] § 1.1) l’application étant évidemment injective. Notons (ei)1≤i≤2g la base
standard de Z2g et MW (resp. NW ) le sous-module de Z
2g engendré par (e2i−1 −
e2i)1≤i≤g et par
∑g
i=1 e2i−1 (resp. par (e1+ e2− e2i−1− e2i)2≤i≤g). Alors MW et NW
sont en dualité via le produit scalaire usuel (ei, ej) = δij sur Z2g × Z2g.
Or, le sous-moduleMW est également engendré par les lignes de la matrice à g+1
lignes et 2g colonnes 

1 0 0 1 0 1 · · · 0 1
0 1 0 1 0 1 · · · 0 1
0 0 1 −1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 1 −1 · · · 0 0
...
...
...
...
...
...
. . .
...
...
0 0 0 0 0 0 · · · 1 −1


correspondant au groupe de caractéres Wˆ de W (voir [8] Example 1.1.18 pour le cas
g = 2).
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On en tire que Wˆ s’identifie canoniquement avec MW et donc avec Z
2g/NW .
L’isomorphisme de Z-modules de Z[Ξ] sur Z2g qui envoie φi sur e2i−1 et φi sur e2i
identifie IΞ∩JΞ avecNW et donc Wˆ avec Z[Ξ]/(IΞ∩JΞ) conformément au Lemme 3.3.
On en tire que Vˆ s’identifie avec IΞ/(IΞ ∩ JΞ).
Les résultats de [8] Chapter 3 permet alors d’établir la bijection entre Σ(1) et P :
la demi-droite R+eu correspond au sous-espace projectif
X
2−
u1+1
2
= X
4−
u2+1
2
= · · · = X
2g−
ug+1
2
(où ui = uφi , i ∈ {1, 2, . . . , g}).
Enfin, la description du diviseur canonique −D de X et de OX(D) découlent des
résultats cités dans [8] (notamment les Chapters 6 et 8). 
Notons π : K → L2g l’application définie par
π(α) = (φ1(α), φ1(α), φ2(α), φ2(α), . . . , φg(α), φg(α)).
Lemme 3.5. L’application π induit une inclusion de Kw,×/Q× dans V (L) et l’image
est Zariski-dense dans V .
Démonstration. Il est clair que π induit une inclusion de Kw,×/Q× dans P2g−1(L).
D’après le lemme 2.11, son image est contenue dans V (L). On en tire que l’adhérence
de Zariski de l’image est un sous-groupe algébrique de V ; elle y est égale d’après la
correspondance entre tores et Z-modules libres de type fini. 
3.5. La compactification XK de V K . L’action de Γ sur N se prolonge en une
action sur NR. On dit que Σ est Γ-invariant si γ(σ) ∈ Σ pour tout γ ∈ Γ et pour
tout σ ∈ Σ. On vérifie que l’éventail Σ est bien Γ-invariant.
Dans ce contexte, Voskresenski˘ı [29] a montré que X possède un modèle propre
(noté XK ou X) sur Q et qu’il existe un isomorphisme X ×SpecQ SpecL ≃ X com-
patible avec les actions de Γ.
Le résultat suivant fournit une description explicite deX comme variété projective,
intersection complète de quadriques dans P2g−1Q , ainsi que les tores W et V .
Theorem 3.6. Fixons une Q-base (ωi)1≤i≤2g de K telle que ω1 = 1 et (ωi)1≤i≤g est
une Q-base de K0. Soient (Qi)1≤i≤g ∈ Q[X1, X2, . . . , X2g] les polynômes homogènes
de degré 2 tels que, pour tout α =
∑2g
i=1 xiωi ∈ K (où (x1, . . . , x2g) ∈ Q2g), on ait
αα =
∑g
i=1Qi(x1, x2, . . . , x2g)ωi.
(i) W est Q-isomorphe au sous-ensemble algébrique de A2g − {0} défini par les
conditions Q1 6= 0 et Q2 = · · · = Qg = 0.
(ii) V est Q-isomorphe au sous-ensemble algébrique de P2g−1 défini par les condi-
tions Q1 6= 0 et Q2 = · · · = Qg = 0.
(iii) X est Q-isomorphe à la sous-variété algébrique de P2g−1 défini par Q2 =
· · · = Qg = 0. Il s’agit d’une intersection complète. X est la réunion disjointe de V
et du sous-ensemble fermé D défini par Q1 = Q2 = · · · = Qg = 0. En outre, −D est
le diviseur canonique de X.
(iv) Il existe un automorphisme ι de P2g−1L transformant X ×SpecQ SpecL sur
X et identifiant V ×SpecQ SpecL avec V et D ×SpecQ SpecL avec D. En outre,
l’ensemble P := ι−1(P) des sous-espaces projectifs de dimension g − 1 contenu dans
D ×SpecQ SpecL est Γ-isomorphe à l’ensemble Σ(1).
(v) Si F est un sous-corps de R, alors X(F ) = V (F ).
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Démonstration. (i) Puisque la norme α 7→ αα envoie K× dans K×0 , l’existence et
l’unicité des polynômes Qi est claire. Le fait qu’ils soient homogènes de degré 2
découle de la Q-linéarité de la conjugaison complexe et de la Q-bilinéarité de la
multiplication (α, β) 7→ αβ. Puisque ω1 = 1, la condition αα ∈ Q× équivaut, si
on pose α =
∑2g
i=1 xiωi avec (x1, . . . , x2g) ∈ Q2g, l’annulation de Q2, . . ., Qg en
(x1, . . . , x2g).
(ii) C’est une conséquence du point (i) et de la définition de V .
(iii) est une conséquence du point (ii), car X est l’adhérence de Zariski de V dans
P2g−1.
(iv) On définit ι par : si (x1, x2, . . . , x2g) ∈ Q2g et si α =
∑2g
i=1 xiωi, alors
ι(x1, x2, . . . , x2g) = π(α). Il est clair que ι définit alors un application Q-linéaire
injective de Q2g dans L2g qui s’étend en un isomorphisme de L-espaces vectoriels
Q2g ⊗Q L ≃ L2g. En composant avec l’identification canonique L2g = Q2g ⊗Q L, on
obtient un automorphisme de L2g qui induit donc un automorphisme de P2g−1L . Les
identifications de V et de D découlent de la proposition 2.10 et du lemme 3.5 et la
dernière phrase est une conséquence des résultats de [29].
(v) Il suffit de voir que D(R) = ∅. Notons trK0/Q la trace de K0 sur Q. Rappelons
que fonction α 7→ trK0/Q(αα) s’étend en une forme quadratique définie positive sur
R⊗Q K. Mais, avec la notation précédente :
trK0/Q(αα) = gQ1(x1, . . . x2g) +
g∑
i=2
Qi(x1, . . . , x2g) trK0/Q(ωi)
Par conséquent, le seul élément (x1, . . . , x2g) ∈ R2g qui peut se projeter sur un point
de D(R) est (0, . . . , 0) ce qui est impossible. 
3.6. Un modèle entier. Soit F un corps de nombres de degré n. Rappelons que
OF est un Z-module libre de rang n et que si E est un sous-corps de F , il existe
un Z-module M tel que OF = OE ⊕ M . On peut donc supposer que la famille
(ω)1≤i≤2g figurant dans le théorème 3.6 soit une Z-base de OK . Il est clair alors
que les polynômes Qi appartiennent à Z[X1, . . . , X2g] et que la loi de groupe de V
et l’action de V sur X sont définies sur Z. On obtient ainsi un modèle projectif de
la variété torique X ⊆ P2g−1Z sur SpecZ, unique à l’action de PGL2g(Z) près. Il
devient isomorphe sur OL à XZ, le modèle projectif sur Z de X défini par les mêmes
équations X1X2 = · · · = X2g−1X2g. Nous utiliserons systématiquement ce modèle et
cet isomorphisme par la suite.
3.7. Hauteurs et fonction zeta. Notons Kw,× le sous-groupe de K× formé des
éléments α tels que αα ∈ Q×. D’après le point (iv) du lemme 3.1, on dispose d’un
isomorphisme naturel V (Q) ≃ Kw,×/Q×.
Lemme 3.7. Tout point P ∈ V (Q) possède un représentant α = α(P ), unique au
signe près, dans OK ∩Kw,× et qui n’est divisible par aucun entier naturel > 1.
Démonstration. Cela découle du fait que OK est un anneau de Dedekind. 
Nous appelons α = α(P ) un représentant réduit de P et nous notons HD(P ) la
hauteur (globale) de P associée au diviseur anticanonique D de X (voir [1], Definition
2.1.7 ou [2], Definition 3.5 et aussi [4], § 3.2). Nous identifions D avec le diviseur
anticanonique de X par le biais de l’isomorphisme de la sous-section 3.6. Rappelons
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que HD(P ) est défini comme un produit de hauteurs locales∏
p≤∞
HD,p(P ),
où p parcourt l’ensemble des nombres premiers ainsi que ∞. Puisque α est unique au
signe près, le résultat suivant ne dépend pas du choix de α.
Notons Vp l’ensemble des valuations de L divisant le nombre premier p. Rappelons
que Γ opère transitivement sur Vp ; si v ∈ Vp, on note v l’image de v par conjugaison
complexe. Le fait que c soit un élément central de Γ montre que soit v = v pour tout
v ∈ Vp soit v 6= v pour tout v ∈ Vp. Pour tout nombre premier p, on note ep le degré
de ramification de p dans L et on pose νp(P ) = min {ordv(α) | v ∈ Vp}, où ordv(α)
désigne l’exposant de v dans α.
Proposition 3.8. Soit P ∈ V (Q) et soit α un représentant réduit de P . Posons
n = αα. Alors HD,∞(P ) = 1 et, si p est un nombre premier :
HD,p(P ) = 1 si p est ramifié dans L et si v = v pour tout v ∈ Vp,
HD,p(P ) = p
ordp n−2νp(P )/eppour tout autre nombre premier p.
Remarque 3.9. La dernière phrase de la proposition 1.2 découle de la proposition 3.8,
car νp(P ) = 0 lorsque p est non-ramifié et n =
∏
p p
ordp n.
Démonstration. D’après la formule du produit, HD(P ) ne dépend pas du choix de
représentant α de P dans Kw,×. Il suffit donc de calculer les hauteurs locales en
supposant α réduit. Si 1 ≤ i ≤ 2g, écrivons ψi = φ(i+1)/2 ou φi/2 selon que i soit
impair ou pair. En utilisant le point (iv ) du théorème 3.6, la définition de la hauteur
locale et le fait que OX(D) est engendré par (XjXk)/(X1X2), 1 ≤ j, k ≤ 2d, on
trouve
HD,p(P )
[L:Q] =
∏
v|p
max
1≤j≤k≤2g
(∣∣∣∣ψj(α)ψk(α)ψ1(α)ψ2(α)
∣∣∣∣
v
)[Lv:Qp]
=
∏
v|p
max
1≤j≤k≤2g
(∣∣∣∣ψj(α)ψk(α)n
∣∣∣∣
v
)[Lv:Qp]
où le produit parcourt l’ensemble des places v de L au dessus de p, |β|v = p− ordv(β)/ep
lorsque β ∈ L et [Lv : Qp] est le degré sur Qp du complété Lv de L en v.
Le cas p =∞. Puisque n ∈ N∗, on tire du point (i) de la proposition 2.10 que∣∣∣ψj(α)ψk(α)n ∣∣∣v = 1 pour tout j, k, d’où HD,∞(P ) = 1.
Le cas p fini. Il est clair que si p ne divise pas n, alors HD,p(P ) = 1. Supposons
donc que p divise n. Deux cas se présentent.
(1) Tous les v ∈ Vp sont fixés par c. Alors la condition αα ∈ N∗ entraîne que
ordv(α) est indépendent de v ∈ Vp. On conclut que |ψj(α)ψk(α)ψ1(α)ψ2(α) |v = 1 pour tout
v ∈ Vp et pour tout j, k, d’où HD,p(P ) = 1. Le fait que α soit réduit implique que
ce cas ne peut se présenter que lorsque p est ramifié dans L.
(2) Pour tout v ∈ Vp, on a v 6= v. Alors νp(α) < e, car dans le cas contraire, p
diviserait α, ce que contredit l’hypothèse que α soit réduit. En particulier, si p est
non ramifié dans L, il existe v ∈ Vp ne divisant pas α. Alors |ψj(α)ψk(α)|v ≤ 1 pour
tout j, k et, par transitivité de l’action de Γ sur Vp et sur Hom(L,C), quel que soit
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v ∈ Vp, on peut choisir j = k tel que |ψj(α)|v = 1, d’où |ψj(α)ψk(α)|v = 1 puis
|ψj(α)ψk(α)n |v = | 1n |v. On en conclut que HD,p(P ) = pordp(n).
Si p est ramifié dans L, on voit quemax1≤j≤k≤2g
(∣∣∣ψj(α)ψk(α)n ∣∣∣v
)
est atteint lorsque
(j, k) est choisi de telle manière que j = k et ordv(ψj(α)) = νp(P )/ep, d’où la formule
HD,p(P ) = p
ordp(n)−2νp(P )/ep . 
3.8. La représentation de Γ sur Pic(XK)Q. Notons Pic(XK) le groupe de Picard
de XK et Pic(XK)Q le sous-groupe de Pic(XK) consistant des éléments fixés par
Gal(Q/Q).
Notons d’autre part DivV K XK le groupe de diviseurs V K-invariants de XK . On
sait alors que DivVK X
K est un groupe abélien libre, engendré par les éléments de
l’ensemble P décrit dans le point (iv ) du théorème 3.6 (voir [8], § 4.1).
Proposition 3.10. (i) Le Q-espace vectoriel Q⊗ZPic(XK) est de dimension 2g−g.
(ii) On dispose d’un QΓ-isomorphisme naturel entre Q⊗ZPic(XK)Q et le Q-espace
vectoriel Q[P ] de base l’ensemble P.
Démonstration. (i) Puisque XK est lisse, on dispose d’une suite exacte de groupes
abéliens
0→M → DivV K XK → PicXK → 0
(voir [8], §§ 4.1 et 4.2). Le résultat est alors clair car M est de rang g.
(ii) En prenant des Γ-invariants, on obtient une suite exacte
0→MΓ → (DivVK XK)Γ → (PicXK)Γ → H1(Γ,M).
D’après le lemme 3.2, MΓ = {0}. D’autre part, H1(Γ,M) est un groupe fini. Enfin,
comme tous les éléments de P sont rationnels sur L, on a (PicXK)Γ = Pic (XK)Q.
On en tire un isomorphisme Q⊗ (DivVK XK)Γ ≃ Q⊗ Pic (XK)Q. On conclut en
appliquant le théorème 3.6. 
Corollaire 3.11. La dimension de Q⊗ Pic (XK)Q est égale au nombre d’orbites de
l’action de Γ sur P.
Soit ε ∈ K un élément totalement imaginaire (c’est-à-dire tel que c(ε) = −ε) qui
engendre K en tant qu’extension de Q. Un tel élément existe selon le lemme 2.7.
Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , g}, on pose εi = φi(ε). Si Ψ ∈ CMK , on suppose par la suite
que les plongements ψi ∈ Ψ soient numérotés de telle manière que ψi(ε) = uiεi pour
tout i ∈ {1, 2, . . . , g}, où ui ∈ {−1, 1}. Rappelons pour mémoire la fin de l’énoncé de
la proposition 1.4.
Proposition 3.12. Les Γ-ensembles P et CMK sont isomorphes.
Démonstration. Tout élément de K s’écrit d’une manière unique sous la forme x+yε
avec (x, y) ∈ K20 . On en tire aussitôt que P est la réunion des sous-espaces projectifs
X1 + u1ε1X2 = X3 + u2ε2Y4 = · · · = X2g−1 + ugεgX2g = 0, ui ∈ {−1, 1}.
On définit une bijection de CMK sur P en envoyant Ψ sur l’espace
X1 + ψ1(ε)X2 = X3 + ψ2(ε)Y4 = · · · = X2g−1 + ψg(ε)X2g = 0.
On vérifie immédiatement qu’il s’agit d’un Γ-isomorphisme. 
La description de P utilisée dans la démonstration de la proposition 3.12 fournit
probablement la manière la plus simple de calculer les valeurs de ρK figurant dans
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Remarque 3.13. Démonstration des valeurs de ρK apparaissant dans le tableau de la
remarque 1.6.
La plupart de ces valeurs peuvent être extraites de [13], mais pour la commodité
du lecteur nous en donnerons de démonstrations directes. Les cas où g ≤ 2 sont
faciles. Considérons donc les trois dernières colonnes du tableau. Soit K1 la clôture
galoisienne de K0 dans L. Puisque ε2i ∈ K0 pour tout i, l’action d’un élément de ΓK1
sur εi soit le laisse inchangé soit le multiplie par −1. Il est alors clair que si Γ = 2g.Γ1,
alors ΓK1 — et donc aussi Γ — opère transtivement sur P , d’où la dernière colonne
du tableau.
Supposons que Γ = C2ℓ. Alors K est galoisien sur Q et on peut l’identifier avec
son image dans C via φ1. Si σ désigne un générateur de Γ, alors le sous-espace
X1 + εX2 = X3 + σ
2(ε)X4 = · · · = X2g−1 + σ2ℓ−2(ε)X2g
est stable par l’action du sous-groupe d’ordre ℓ de Γ mais non par c = σℓ. Son orbite
contient donc deux éléments. Les autres éléments de P ne sont fixés ni par σ2 ni par
c : puisque ℓ est un nombre premier impair, cela implique toutes les autres orbites
sont de cardinal 2ℓ. Cela donne 1+ 2
ℓ−2
2ℓ orbites au total, d’où la colonne du tableau
g = ℓ avec Γ = C2ℓ.
Supposons que Γ = D2ℓ. Puisque ℓ est impair et ε2 ∈ K0,
∏ℓ
i=1 ε
2
i est un nombre
rationnel négatif et sa racine carrée engendre un corps quadratique imaginaireM ⊆ L.
Alors Γ =< c > ×Γ0 où Γ0 ≃ Dℓ s’identifie avec ΓM . Les éléments d’ordre deux de
Γ0 opérent sur l’ensemble {ε2i | 1 ≤ i ≤ ℓ} en fixant l’un des ε2i et en partitionnant
les autres en ℓ−12 paires qu’ils transposent entre elles. Or, pour tout i, L = M(ε
2
i ).
Il suit que les éléments d’ordre deux de ΓM opère sur l’ensemble {εi | 1 ≤ i ≤ ℓ}
de la même manière. On en tire que ces éléments fixent tous les éléments de P . On
conclut en prenant pour σ un générateur du sous-groupe cylique d’ordre 2ℓ de Γ et
en raisonnant comme dans le cas où Γ = C2ℓ. 
Notons ρK : Γ → GL2g (Q) (ou ρ) la représentation correspondant à l’action de
Γ sur l’espace vectoriel Q[P ] (ou sur Q[CMK ]) et θ = θK son caractère. Malgré sa
simplicité, nous n’avons pas trouvé l’énoncé suivant dans la littérature (voir [21] pour
une contribution récente à l’étude de la structure galoisienne de CMK).
Theorem 3.14. Soit p un nombre premier non-ramifié dans L et soit Fp le Frobenius
associé à une place de L divisant p. Alors
θ(Fp) =


2r si p se décompose dans K en 2r places dont aucune n’est
fixée par la conjugaison complexe,
0 dans le cas contraire.
Démonstration. Soit γ ∈ Γ et soit M(γ) la matrice de ρ(γ) dans la base de Q[CMK ]
formée des ééments de CMK . AlorsM(γ) est une matrice de permutation. Par consé-
quent, θ(γ), la trace de M(γ), est égal au nombre de types CM fixés par γ. Il s’agit
donc de calculer ce nombre dans le cas où γ = Fp.
Posons εi+g = −εi, (i ∈ {1, 2, . . . , g}). Notons ∆p le sous-groupe de Γ engendré
par Fp et rappelons que la classe de conjugaison de ∆p ne dépend que de p. Puisque
c est un élément central de Γ, dire qu’aucune des places de K divisant p ne soit fixée
par c équivaut à dire que c /∈ ∆p.
Supposons donc que c /∈ ∆p et que pOK se décompose en 2r places dans K
dont aucune n’est stable par conjugaison complexe. Alors l’ensemble {εk}1≤k≤2g se
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décompose en 2r orbites sous ∆p, et εk et −εk = εk+g n’appartiennent pas à la
même orbite. Quitte à changer le signe de certains des εk, on peut donc supposer que
{εk}1≤k≤g se décompose en r orbites O1, O2, . . ., Or. On en tire facilement qu’un
type CM Ψ = {ψ1, . . . , ψg} est fixé par∆p si et seulement si ψi(ε) = uiεi avec ui = uj
lorsque εi et εj appartiennent à la même orbite Os. On en conclut que θ(Fp) = 2r.
D’autre part, si c ∈ ∆p, alors c est une puissance de Fp car ∆p est un groupe
cyclique. Comme c ne fixe aucun type CM, il en est de même pour Fp, d’où θ(Fp) =
0. 
Notons Orb (CMK) l’ensemble des orbites de l’action de Γ sur CMK et fixons un
système de représentants Orb∗ (CMK) ⊆ CMK de Orb (CMK). Si F est un corps
de nombres, on note ζF (s) sa fonction zeta de Dedekind.
Proposition 3.15. Notons L(ρ, s) la fonction L d’Artin associée à la représentation
ρ = ρK . Alors
(3.1) L(ρ, s) =
∏
Φ∈Orb∗ (CMK)
ζKˆΦ(s)
Démonstration. On sait que, si F est un corps de nombres, alors ζF (s) est la fonc-
tion d’Artin associée au tore TF , dont le groupe de caractères est isomorphe à
Z[Hom(F,C)]. Si donc Φ ∈ CMK , on tire de la proposition 2.14 que la fonction
d’Artin associée à l’orbite de Φ est égale à ζKˆΦ(s) et (3.1) en découle aussitôt de la
proposition 3.12. 
4. Produits eulériens
4.1. La fonction Z(K, s). Pour tout n ∈ N∗, on pose In = {a ∈ Iw,+K | aa = nOK}.
Considérons, comme dans l’introduction, la série de Dirichlet
Z(K, s) =
∑
a∈IwK
NK/Q(a)
−s/g,
vue pour le moment comme une série formelle. Elle s’écrit alors
∑
n≥1 bK(n)n
−s avec
bK(n) = ♯ In.
Lemme 4.1. La fonction n 7→ bK(n) est multiplicative.
Démonstration. Rappelons qu’il s’agit de montrer que si n = n0n1 avec n0, n1 deux
entiers positifs premiers entre eux, alors bK(n) = bK(n0)bK(n1). Or, OK étant un
anneau de Dedekind, si a ∈ IwK et si aa = nOK , alors il existe unique a0, a1 ∈ IwK tels
que a = a0a1, a0a0 = n0OK et a1a1 = n1OK . Le lemme en découle aussitôt. 
Il suit que Z(K, s) possède un produit eulérien. Notons Zp(K, s) le facteur de ce
produit correspondant au nombre premier p, de sorte que Zp(K, s) =
∑
k≥0 bK(p
k)p−ks.
Lemme 4.2. Soit p un nombre premier non ramifié dans L.
(i) On suppose que p se décompose dans K en 2r places dont aucune n’est fixée
par la conjugaison complexe. Si k ≥ 0 est un entier, alors
bK(p
k) = (k + 1)r.
(ii) On suppose qu’au moins une des places de K divisant p est fixée par la conju-
gaison complexe. Si 2r′ (r′ ≥ 0) des places divisant p ne sont pas fixées par la
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conjugaison complexe, alors
bK(p
k) =
{
(k + 1)r
′
si k est pair
0 si k est impair.
Démonstration. (i) Par hypothèse la factorisation en idéaux premiers de pOK s’écrit
p1p1p2p2 · · · prpr avec pi 6= pi pour tout i ∈ {1, . . . , r} et pj 6= pi, pi lorsque i 6= j.
Soit a ∈ IwK tel que aa = pkOK . Alors la factorisation de a en idéaux premiers est
de la forme a = pa11 p
b1
1 p
a2
2 p
b2
2 · · · parr pbrr avec des entiers positifs ai, bi. La condition
aa = pkOK équivaut alors à ai + bi = k pour tout i ∈ {1, . . . , r}. Ainsi, pour tout i,
ai peut prendre tous les k + 1 valeurs 0, 1, . . ., k avec bi = k − ai. On conclut que
bK(p
k) = (k + 1)r.
Le point (ii) se démontre de la même manière. 
Lemme 4.3. Notons n ≥ 0 un entier.
(i) Il existe un unique polynôme Pn(x) ∈ Z[x] tel que∑
k≥0
(k + 1)nxk = Pn(x)(1 − x)−n−1, |x| < 1.
On a P0(x) = 1, Si n ≥ 1, Pn est unitaire de degré n − 1, Pn(0) = 1, le coefficient
de x dans Pn est 2
n − (n+ 1) et tous ses coefficients sont positifs.
(ii) Il existe un unique polynôme Qn(x) ∈ Z[x] tel que∑
ℓ≥0
(2ℓ+ 1)nx2ℓ = Qn(x)(1 − x2)−n−1, |x| < 1.
On a Q0(x) = 1. Si n ≥ 1, Qn(0) = 1 et Qn est un polynôme unitaire en x2 de degré
n dont tous ses coefficients sont positifs.
Démonstration. (i) Le cas n = 0 est clair. En général, on raisonne par récurrence sur
n. En écrivant
∑
k≥0
(k + 1)n+1xk = x

∑
k≥0
(k + 1)nxk


′
+
∑
k≥0
(k + 1)nxk
(où ′ désigne la dérivation par rapport à x), on trouve la relation de récurrence
Pn+1(x) = x(1 − x)P ′n(x) + (1 + nx)Pn(x)
ce qui permet de démontrer facilement les propriétés annoncées des Pn.
(ii) On raisonne de la même manière, la relation de récurrence étant désormais
Qn+1(x) = x(1 − x2)Q′n(x) + (1 + (2n+ 1)x2)Qn(x). 
Proposition 4.4. Soit p un nombre premier non ramifié dans L.
(i) On suppose que p se décompose dans K en 2r places dont aucune n’est fixée
par la conjugaison complexe. Alors
Zp(K, s) = Pr(p
−s)
(
1− p−s)−r−1 .
(ii) On suppose qu’au moins une des places de K divisant p est fixée par la conju-
gaison complexe c. Si 2r′ (r′ ≥ 0) des places divisant p ne sont pas fixées par c,
alors
Zp(K, s) = Qr′(p
−s)
(
1− p−2s)−r′−1 .
Démonstration. La proposition découle immédiatement des lemmes 4.2 et 4.3. 
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Remarque 4.5. On peut montrer que les polynômes Pn(x) (si n ≥ 3) et Qn(x) (si
n ≥ 2) possèdent des racines complexes de module > 1. Cela implique que si g ≥ 3,
certains facteurs eulériens Zp(K, s) possèdent des zéros dans le demi-plan {ℜ(s) > 0}.
Toutefois, les entiers r, r′ de la proposition 4.4 étant majorés par g, on voit que sur
un compact donné de {ℜ(s) > 0}, Zp(K, s) ne peut s’annuler que pour un nombre
fini de nombres premiers p.
Theorem 4.6. Notons ρ : Γ→ GL2g (Q) la représentation introduite dans le no 3.8
et L(ρ, s) sa fonction d’Artin. Alors la fonction s 7→ Z(K, s)L(ρ, s)−1 est représentée
par un produit eulérien absolument convergent sur le demi-plan {ℜ(s) > 12} qui ne
s’annule pas sur l’intervalle réel ] 12 ,+∞[.
Démonstration. Soit p un nombre premier non ramifié dans L. Par définition, le
facteur eulérien Lp(ρ, s) en p de L(ρ, s) est
Lp(ρ, s) = det
(
1− ρ(Fp)p−s
)−1
où, comme précédemment, Fp est le Frobenius d’une place de L divisant p. Rappelons
que, les racines complexes du polynôme det (x− ρ(Fp)) étant de module 1, Lp(ρ, s) 6=
0 lorsque ℜ(s) > 0.
En développant le déterminant, on trouve
Lp(ρ, s) = 1 + θ(Fp)p
−s +O(p−2s),
où à nouveau θ désigne le caractère de ρ.
Supposons que p se décompose en 2r places dans K, dont aucune n’est fixée par
la conjugaison complexe. D’après le théorème 3.14, on a θ(Fp) = 2r, d’où Lp(ρ, s) =
1 + 2rp−s + O(p−2s). D’autre part, d’après le point (i) de la proposition 4.4 et le
fait que le coefficient de x dans Pr(x) est 2r − (r + 1), on voit qu’on a également
Zp(K, s) = 1 + 2
rp−s +O(p−2s). Par conséquent, Zp(K, s)Lp(ρ, s)−1 = 1+O(p−2s).
Supposons qu’il existe une place v de K divisant p qui est stable par conjugaison
complexe. Alors les places de L divisant p ont toutes le même degré résiduel, qui
ne peut pas être égal à 1 car le degré résiduel de v dans K/K0 est égal à 2. Par
conséquent, Lp(ρ, s) = 1 +O(p−2s). D’après le point (ii) de la proposition 4.4, on a
également Zp(K, s) = 1 + O(p−2s). On en tire à nouveau que Zp(K, s)Lp(ρ, s)−1 =
1 +O(p−2s).
En utilisant le fait que les entiers r, r′ de la proposition 4.4 sont majorés par
g, on voit que les constantes impliquées par la notation O peuvent être choisies
uniquement en fonction de K (voire de g). Soit K un compact de ℜ(s) > 12 . Quitte à
enlever le nombre fini de facteurs possédant un zéro dans K (voir la remarque 4.5),
on en tire la convergence uniforme du produit
∏
p non ram Zp(K, s)Lp(ρ, s)
−1 sur K.
Or, cela implique par des résultats bien connus concernant les séries de Dirichlet que
le produit est une fonction analytique sur ce demi-plan.
Supposons désormais que s ∈]0,+∞[. En substituant x = p−s dans la série∑
k≥0(k+1)
nxk on voit que Zp(K, s) ≥ 1. D’autre part, Lp(ρ, s) 6= 0. Par conséquent,
Zp(K, s)Lp(ρ, s)
−1 6= 0. D’après les propriétés usuelles de produits uniformément
convergentes et ce qui a déjà été établi, cela entraîne que
∏
p non ram Zp(K, s)Lp(ρ, s)
−1
ne s’annule pas lorsque s > 12 .
Soit p un nombre premier ramifié dans L. En reprenant la démonstration du
lemme, on voit qu’il existe une constante C > 0 telle que bK(pk) ≤ C(k + 1)g
pour tout k ≥ 1 puis que Zp(K, s) ≥ 1 si s ∈]0,+∞[. À nouveau, Lp(ρ, s) 6= 0, d’où
Zp(K, s)Lp(K, s)
−1 6= 0. En rapprochant cela avec ce qui précède, on conclut que le
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produit eulérien définissant Z(K, s)L(ρ, s)−1 converge absolument lorsque ℜ(s) > 12
et ne s’annule pas lorsque s ∈] 12 ,+∞[, d’où le théorème. 
Corollaire 4.7. La fonction s 7→ Z(K, s) se prolonge en une fonction méromorphe
sur le demi-plan {ℜ(s) > 12}. Elle y est holomorphe sauf en s = 1, où elle possède
un pôle d’ordre égal à ρK .
Démonstration. Cela découle de la proposition 3.15, de la proposition 3.12 et du
théorème 4.6, ainsi que du fait que la fonction zêta de Dedekind d’un corps de nombres
a un pôle d’ordre un en s = 1 et est holomorphe sur C− {1}. 
4.2. Les fonctions Z(K,χ, s) et Z0(K, s). Pour tout caractère χ du groupe CwK , on
pose
Z(K,χ, s) =
∑
a∈IwK
χ(a)NK/Q(a)
−s/g,
de sorte que Z(K, 1, s) = Z(K, s). On a alors
Z(K,χ, s) =
∑
n≥1
bK(n, χ)n
−s,
où bK(n, χ) =
∑
a∈In
χ(a).
Lemme 4.8. Quel que soit χ, la fonction n 7→ bK(n, χ) est multiplicative.
Démonstration. C’est une généralisation facile de celle du lemme 4.1. 
Il suit que comme précédemment, Z(K,χ, s) possède un produit eulérien. Notons
Zp(K,χ, s) le facteur correspondant au nombre premier p, c’est-à-dire Zp(K,χ, s) =∑
k≥0 bK(p
k, χ)p−ks.
Si Φ ∈ CMK , on note χΦ le caractère χ◦NΦˆ de Pic(OKˆΦ) (voir le no 2.3). Pour des
résultats semblables à la proposition qui suit, voir aussi [20], § 2 et [5], Proposition 2.3.
Proposition 4.9. Soit p un nombre premier non ramifié dans K.
(i) Si Φ ∈ CMK et si P est un idéal premier de degré un de KˆΦ divisant p, alors
NΦˆP ∈ Ip.
(ii) Réciproquement, si a ∈ Ip, alors il existe Φ ∈ CMK et un idéal premier P de
degré un de KˆΦ divisant p tel que NΦˆP = a.
(iii) Soit Φ (resp. Φ′) ∈ CMK ayant la propriété qu’il existe un idéal premier P
(resp. P′) de degré un de KˆΦ (resp. de KˆΦ′) divisant p tel que NΦˆP = NΦˆ′ P
′ = a.
Alors il existe τ ∈ Γ tel que τ · Φ = Φ′ et τ(P) = P′.
Démonstration. Rappelons que L désigne la clôture galoisienne de K dans C.
(i) Posons a = NΦˆ(P). Alors
(aOL)(aOL) =
∏
ψ∈Φˆ
ψ(P)OL
∏
ψ∈Φˆ
ψ(P)OL
=
∏
ψ∈Hom(Kˆ,C)
ψ(P)OL = (NKˆ/Q P)OL = pOL,
d’où aa = pOK .
(ii) Notons Sp(a) l’ensemble des idéaux premiers divisant a.
Fixons Q ∈ Sp(a) et rappelons que Γ opère transitivement sur l’ensemble des
idéaux premiers de L divisant p. Remarquons également que les idéaux a et a sont
CROISSANCE ASYMPTOTIQUE DE NOMBRES DE WEIL 23
étrangers entre eux, car si p était un idéal premier de K divisant à la fois a et a, alors
p2 diviserait aa = pOK , contrairement à l’hypothèse que p ne soit pas ramifié dans
K.
Posons donc
SQ = {γ ∈ Γ | Q divise γ(aOL)}
et écrivons S = SQ pour abréger. En utilisant ce qui précède, on voit que S est un
type CM sur L. En plus, a étant un idéal de K, on a Sγ = S pour tout γ ∈ ΓK .
Par conséquent, S est le prolongement à L d’un type CM Φ sur K. Notons Kˆ le
corps reflex et Φˆ le type CM reflex sur Kˆ. Posons P = Q ∩ OKˆ . En rappelant que
ΓKˆ = {γ ∈ Γ | γS = S}, on vérifie que NΦˆ(P) = a et que P est de degré un.
(iii) Notons Q (resp. Q′) un élement de Sp(a) divisant P (resp. P′) et écrivons
S = SQ, S′ = SQ′ . Alors Sp(a) = S−1 · Q et, si S˜ désigne le prolongement de Φ
à L, on a encore Sp(a) = S˜−1 · Q, d’où S = S˜. De même, S′ est le prolongement
à L de Φ′. Soit τ ∈ Γ tel que τ(Q) = Q′. Alors S′ = τ · S, d’où Φ′ = τ · Φ,
ΓKˆΦ′ = {γ ∈ Γ | γ · S′ = S′} = Γτ(KˆΦ) puis KˆΦ′ = τ(KˆΦ). Il suit que τ(Q) divise les
deux idéaux premiers P′ et τ(P) de KˆΦ′ , d’où P′ = τ(P). 
Si χ : CwK → C× est un caractére et si Φ ∈ CMK , on note χΦˆ le caractére
χ◦NΦˆ : Pic(OKˆ)→ C×. On note L(χΦˆ, s) la série L de Hecke associée, en identifiant
χΦˆ avec un caractére de Gal(Kˆ/Kˆ) à l’aide de la loi de réciprocité d’Artin. Rappelons
que Orb∗(CMK) désigne un système de représentants des orbites de l’action de Γ
sur CMK . On remarquera que si Φ et Φ′ sont dans le même orbite, alors L(χΦˆ, s) =
L(χΦˆ′ , s). Posons
Π(K,χ, s) =
∏
Φ∈Orb∗(CMK)
L(χΦˆ, s).
Les considérations qui suivent ne dépendent pas du choix des représentants.
Corollaire 4.10. Soit χ : CwK → C× un caractére. Alors la fonction
s 7→ Z(K,χ, s)Π(K,χ, s)−1
s’écrit comme produit eulérien absolument convergent sur {ℜ(s) > 12}.
Démonstration. Il suffit de montrer que, si p est non-ramifié dans K, alors les coeffi-
cients de p−s dans Zp(K,χ, s) et dans
∏
Φ∈Orb∗(CMK)
Lp(χΦˆ, s) sont égaux. En effet,
dans ce cas, on a
Zp(K,χ, s)Π(K,χ, s)
−1 ∈ 1 +O(p−2s)
et on conclut alors par un argument semblable à celui utilisé dans la démonstration
du théorème 4.6.
Par définition, le coefficient de p−s dans Zp(K,χ, s) est égal à
∑
a∈Ip
χ(a). D’autre
part, d’après la proposition 4.9, il y a une correspondance biunivoque entre l’ensemble
IP et l’ensemble des couples (Φ,P) où Φ ∈ Orb∗(CMK) et P un idéal premier KˆΦ
de degré un ; si l’idéal a correspond au couple (Φ,P), alors a = NΦˆP. Puisque
χ(a) = χΦˆ(P), on en tire que
(†)
∑
a∈Ip
χ(a) =
∑
Φ∈Orb∗(CMK)

 ∑
P∈Jp(KˆΦ)
χΦˆ(P)

 ,
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où la somme intérieure parcourt l’ensemble Jp(KˆΦ) des idéaux premiers de KˆΦ
divisant p et de degré un. Mais
∑
P∈Jp(KˆΦ)
χΦˆ(P) est égal au coefficient de p
−s
dans Lp(χKˆ , s) et donc le membre droit de (†) est égal au coefficient de p−s dans∏
Φ∈Orb∗(CMK)
Lp(χΦˆ, s) d’où le corollaire. 
Corollaire 4.11. Notons encore χ : CwK → C× un caractère. Alors la fonction s 7→
Z(K,φ, s) se prolonge en une fonction méromorphe sur {ℜ(z) > 12}, holomorphe sauf
éventuellement en s = 1. En s = 1, elle a un pôle d’ordre égal au nombre d’orbites
de l’action de Γ sur CMK pour lesquelles χΦˆ est le caractère trivial.
Démonstration. Une fonction de la forme L(χΦˆ, s) étant une fonction de Hecke as-
sociée à une représentation de dimension un, elle est holomorphe sur {ℜ(s) > 12}
sauf éventuellement en s = 1. Elle est holomorphe en s = 1 si et seulement si χΦˆ
est non trivial ; dans le cas contraire L(χΦˆ, s) est égale à la fonction zêta de Dede-
kind ζKˆ(s) de Kˆ, qui a un pôle d’ordre un en s = 1. Le corollaire découle alors du
corollaire 4.10. 
Notons tK : IK → IwK le morphisme de groupes défini par tK(b) = bb
−1
. Il est
clair que l’image de tK est contenue dans le sous-groupe {a ∈ IwK | aa = OK} de IwK .
On note également tK le morphisme induit Pic(OK)→ CwK et C0K l’image de Pic(OK)
par tK .
Proposition 4.12. Le groupe CwK est fini. Le groupe quotient CwK/C0K est isomorphe
à un produit fini de groupes cycliques d’ordre 2.
Démonstration. Le groupe Pic(OK) étant fini, il suffit de démontrer la seconde af-
firmation. Pour cela, il suffit de montrer que le groupe (CwK)2 = {γ2 | γ ∈ CwK} est
contenu dans C0K . Soit donc γ ∈ CwK et soit a ∈ Iw,+K un représentant de γ. Soit n > 0
l’entier tel que aa = nOK . Posons c = a2/n. Alors c ∈ γ2 et cc = OK . Si b est l’idéal
numérateur de c, alors c = tK(b). Par conséquent, γ2 ∈ C0K , d’où le résultat. 
Proposition 4.13. Le fonction Z0(K, s) (définie dans l’introduction) se prolonge
méromorphiquement sur {ℜ(s) > 12}. Elle y est holomorphe sauf en s = 1 où elle a
un pôle d’ordre ρK .
Démonstration. D’après le corollaire 4.11, chacune des fonctions Z(K,χ, s) se pro-
longe en une fonction méromorphe sur {ℜ(s) > 12}, holomorphe en dehors de s = 1.
La fonction Z0(K, s) jouit donc des mêmes propriétés. Pour conclure, il suffit de cal-
culer l’ordre du pôle de Z0(K, s) en s = 1. Celui-ci est majoré par les ordres des pôles
des fonctions Z(K,χ, s) et ces ordres atteignent leur maximum aux caractères χ tels
que tous les χΦˆ sont triviaux (par exemple lorsque χ est lui-même trivial). Dans ce
cas, on sait d’après la proposition 3.15 et le théorème 4.6, que l’ordre est égal au rang
de Pic(XK)Q. Pour conclure, il suffit alors de démontrer le lemme qui suit. 
Rappelons que hwK désigne l’ordre de CwK .
Lemme 4.14. Il existe une constante CK > 0 telle que pour tout σ > 1 on ait
Z0(K,σ) ≥ wK
hwKC
σ
K
Z(K,σ).
Démonstration. Abrégeons hwK en h. Soit bi (1 ≤ i ≤ h) un système de représen-
tants des éléments de CwK choisis dans Iw,+K . Pour tout i ∈ {1, . . . , h}, on note βi un
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générateur de bhi tel que ββ ∈ Q×, et on pose Ji = {α ∈ b−1i | αα ∈ Q×}. Alors
Z(K,σ)=
∑
γ∈CwK
∑
a∈Iw,+K ∩γ
1
NK/Q(a)σ/g
=
1
wK
h∑
i=1
1
NK/Q(bi)σ/g
∑
α∈Ji
1
NK/Q(α)σ/g
=
1
wK
h∑
i=1
NK/Q(bi)
(h−1)σ/g
∑
α∈Ji
1
NK/Q(αβi)σ/g
.
Posons CK = maxi{NK/Q(bi)(h−1)/g}. Puisque αβi ∈ OK pour tout i et pour tout
α ∈ Ji, on voit que
NK/Q(bi)
(h−1)σ/g
∑
α∈Ji
1
NK/Q(αβi)σ/g
≤ CσKZ0(K,σ)
et le lemme en découle en prenant la somme sur i. 
4.3. Les fonctions Z˜(K, s), Z˜(K,χ, s) et Zh(XK , s). Si p est un nombre premier,
on note ep le degré de ramification de p dans L. Un idéal fractionnaire a de K est
dit réduit si a ⊆ OK et si a n’est divisible par aucun entier naturel > 1. Si a ⊆ OK
est un idéal, on pose
νp(a) = min {ordv(a) | v ∈ Vp}
et, si n ∈ N∗, on pose Rn = {a ∈ In | a réduit}. Si χ : CwK → C× est un
caractère, on définit la fonction Z˜(K,χ, s) par le produit eulérien Z˜(K,χ, s) =∏
p premier Z˜p(K, , χ, s), où Z˜p(K,χ, s) = Zp(K,χ, s) lorsque p est non ramifié et,
lorsque p est ramifié :
Z˜p(K,χ, s) =
{(
1− p−2s)−1 si v = v pour tout v ∈ Vp(
1− p−2s)−1∑k≥0 (∑a∈R
pk
χ(a)p2νp(a)s/ep
)
p−ks sinon.
Notons que νp(a) < ep lorsque a est réduit. Puisque ep ≥ 2 et le cardinal de Rpk est
majoré par une puissance de k, la série apparaissant dans la définition de Z˜p(K,χ, s)
lorsque p est ramifiée converge pour tout s avec ℜ(s) > 0. On pose Z˜(K, s) =
Z˜(K,χ, s).
Proposition 4.15. (i) La fonction
s 7→ Z˜(K, s)L(ρ, s)−1
se prolonge en une fonction analytique sur le demi-plan {ℜ(s) > 12} et ne s’annule
pas sur l’intervalle réel ] 12 ,+∞[.
(ii) La fonction s 7→ Z˜(K, s) se prolonge en une fonction méromorphe sur {ℜ(s) >
1
2}. Elle est holomorphe sauf en s = 1 où elle a un pôle d’ordre ρK .
Démonstration. La démonstration du point (i) est la même que celle du théorème 4.6,
en remarquant que les facteurs eulériens au premiers ramifiés prennent à nouveau des
valeurs positives sur ]0,+∞[. Le point (ii) est alors une conséquence du point (i) (voir
le corollaire 4.7). 
Proposition 4.16. (i) La fonction
s 7→ Z˜(K,χ, s)Π(K,χ, s)−1
se prolonge en une fonction analytique sur le demi-plan {ℜ(s) > 12}.
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(ii) La fonction s 7→ Z˜(K,χ, s) se prolonge en une fonction méromorphe sur
{ℜ(s) > 12}. Elle y est holomorphe sauf en s = 1 où elle a un pôle d’ordre au plus
égal au nombre d’orbites de l’action de Γ sur CMK pour lesquelles χΦˆ est le caractère
trivial.
Démonstration. (i) Puisque Z˜p(K,χ, s) = Zp(K,χ, s) lorsque p est non ramifié dans
L et les facteurs eulériens Z˜p(K,χ, s) convergent pour ℜ(s) > 12 même lorsque p est
ramifié, le résultat découle du corollaire 4.10.
(ii) On le déduit du point (i) par l’argument déjà utilisé dans la démonstration
du corollaire 4.11. 
Posons
Z˜0(K, s) =
wK
hwK
∑
χ
Z˜(K,χ, s),
où à nouveau la somme parcourt l’ensemble des caractères χ : CwK → C×. Rappelons
que Zh(XK , s) désigne la fonction zêta des hauteurs associée à la classe anticanonique
de XK .
Proposition 4.17. On a Zh(XK , s) = 12 Z˜0(K, s)ζ(2s)
−1. En outre, la fonction
Zh(X
K , s) se prolonge en une fonction méromorphe sur {Re(s) > 12}. Elle est holo-
morphe sauf en s = 1 où elle possède un pôle d’ordre ρK .
Démonstration. La première formule découle de la proposition 3.8, en rappelant que
tout point de V K possède un représentant réduit unique au signe près. Pour le reste,
il suffit de montrer que Z˜0(K, s) possède les propriétés requises. Le fait que Z˜0(K, s)
soit méromorphe sur {ℜ(s) > 12}, holomorphe sauf un pôle en s = 1 d’ordre au plus
ρK découle des proposition 4.15 et 4.16. Enfin, on montre par un argument semblable
à celui utilisé pour établir le lemme 4.14 qu’il existe une constante C′K > 0 telle que,
pour tout σ > 1, on ait
Z˜0(K,σ) ≥ wK
hwKD
σ
K
Z˜(K,σ),
ce qui suffit pour montrer que le pôle de s = 1 est bien d’ordre ρK . 
4.4. La constante cK et la relation avec d’autres démonstrations de la
conjecture de Manin pour les variétés toriques. Notons θK (resp. θ˜K) le coeffi-
cient de (s−1)−ρK dans le développement de Laurent de Z0(K, s) (resp. de Z˜0(K, s)).
Il est bien connu que cK = θK(ρK−1)! . Soit SK l’ensemble des caractères χ : CwK → C×
tels Z(K,χ, s) ait un pôle d’ordre ρK en s = 1. Alors χ ∈ SK si et seulement si
χΦˆ = 1 pour tout Φ ∈ Orb∗(CMK) (ce qui montre que SK est un groupe), ou encore
si et seulement si
∏
Φ∈Orb∗(CMK)
L(χΦˆ, s) = L(ρ, s). On tire alors du corollaire 4.10
et du théorème 4.6 que
(4.1) θK =
wKL
∗(ρ, 1)
hwK
∑
χ∈SK
(
Z(K,χ, s)
L(ρ, s)
)
s=1
,
où L∗(ρ, 1) = lims→1(s − 1)ρKL(ρ, s) est égal au produit des résidus en s = 1 des
fonctions zeta ζKˆ(s) lorsque Φ parcourt Orb
∗(CMK) (voir la proposition 3.15), et les
quotients Z(K,χ,s)L(ρ,s) sont des produits eulériens absolument convergentes sur {ℜ(s) >
1
2}. On obtient une formule semblable pour θ˜K , où chacune des fonctions Z(K,χ, s)
est remplacée par Z˜(K,χ, s). Ainsi, au moins lorsque SK est trivial, on obtient des
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formules pour cK , θK et θ˜K qui ressemblent à celles décrites en termes de nombres
de Tamagawa par Peyre [23], puis démontrées dans [1] et [2].
Toutefois, SK n’est pas trivial en général. Notons Iw,llK le sous-groupe de IwK formé
des idéaux a localement libres, c’est-à-dire tels que, pour tout nombre premier p, le
Zp⊗ZOK-module Zp⊗a possède un générateur ap avec apap ∈ Q×p ; notons également
Cw,llK l’image de Iw,llK dans CwK . On voit facilement que NΦˆ(Pic(OKˆ)) ⊆ Cw,llK pour tout
Φ ∈ CMK . Mais en général, Cw,llK 6= CwK lorsque [K : Q] ≥ 4. (Il est facile de construire
des exemples explicites avec [K : Q] = 4 et K0 un corps quadratique dont tous les
éléments de O×K0 sont de norme 1.) Dans ces circonstances, SK 6= {1} et la somme
dans le membre droite de 4.1 contient plusieurs termes.
Par ailleurs, il n’est pas difficile de montrer que Cw,llK s’identifie avec le groupe des
classes (au sens d’Ono [22]) du tore V K .
La lecture de la démonstration du théorème 3.4.6 de [1] pourrait laisser supposer
un lien entre le groupe SK et (le dual) du groupe — noté A(T ) dans [1] avec ici
le Q-tore T égal à V K — mesurant le « défaut d’approximation faible » de T . Par
définition, A(T ) est le groupe quotient T (AQ)/T (Q), où T (AQ) est le groupe adélique
de T et T (Q) est l’adhérence dans T (AQ) pour la topologie produit (voir par exemple
[1], page 605), et T satisfait à l’approximation faible si et seulement si A(T ) = {1}. 1
Or, il n’en est rien, car alors que SK peut être non-trivial, nous allons démontrer la
proposition suivante :—
Proposition 4.18. Quel que soit le corps CM K, les tores WK et V K satisfont à
l’approximation faible.
Démonstration. Considérons le cas de WK , le cas de V K en étant une conséquence
facile. Rappelons que si E est une Q-algèbre, alorsWK(E) s’identifie avec l’ensemble
{α ∈ E ⊗Q K | NK/K0 α ∈ E×}. Lorsque E = Qp ou R, cette identification est un
homéomorphisme pour les topologies usuelles. Pour tout nombre premier p et pour
p =∞, on pose
K×,wp = {(αv)v ∈
∏
v∈Vp
K×v | NK/K0 αv ∈ Q×p indépendent de v}
et on note O×,wK,p le sous-groupe de K×,wp formé des éléments (αv) avec αv ∈ O×K,v
pour tout v ∈ Vp. AlorsWK(Qp⊗K) s’identifie avec K×,wp etWK(AQ) s’identifie ho-
méomorphiquement (pour la topologie produit) avec le produit restreint
∏
p≤∞K
×,w
p
par rapport aux sous-groupes O×,wK,p . Notons encore WK(AQ) ce produit restreint.
Soit donc (ap) ∈ WK(AQ) et soit U un voisinage de (ap) dans WK(AQ). Pour
tout p, notons qp la valeur commune des NK/K0 αv, où ap = (αv)v∈Vp . L’application
NK/K0 : (Qp ⊗K)× → (Qp ⊗K0)× étant une application ouverte qui envoie (Zp ⊗
OK)× sur (Zp⊗OK0)× lorsque p est non ramifié, NK/K0(U) est un voisinage de (qp).
Il est bien connu que Gm,Q satisfait à l’approximation faible : choisissons donc q ∈
Q×∩NK/K0(U). Quitte à modifier les coefficients ap tout en restant dans U , on peut
supposer que qp = q pour tout p. Alors q est une K/K0-norme locale partout : d’après
un théorème de Hasse, il existe donc α0 ∈ K× tel que NK/K0 α0 = q. On interprète
les solutions α de NK/K0α = q comme les points d’une conique à coefficients dans
1. Il est plus habituel de définir l’approximation faible comme étant la propriété que T (Q) soit
dense dans le produit
∏
p≤∞ T (Qp) pour la topologie produit (voir par exemple [4], § 2.4.3). Puisque
T (AQ) est dense dans
∏
p≤∞ T (Qp), les deux définitions sont équivalentes.
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K0. Pour tout p, soit mp la pente de la droite passant par ap et par α0. En utilisant
l’approximation faible pour Ga,K0, on trouve m ∈ K tel que la droite de pente m
passant par α0 intersecte la conique en un point α appartenant à K× ∩ U , d’où le
résultat. 
5. Le cas où g = 2
Dans ce no, nous montrons le prolongement méromorphe des fonctions Z(K,χ, s)
et Z˜(K,χ, s) à tout le plan complexe lorsque g = 2. Il est facile de voir que, quel
que soit le nombre premier p, le facteurs eulériens Zp(K,χ, s) et Z˜p(K,χ, s) sont
des fonctions rationelles de ps. Comme Zp(K,χ, s) = Z˜p(K,χ, s) pour tout nombre
premier non ramifié dans K, il suffit de traiter le cas de Z(K,χ, s).
Si f(s) =
∏
p fp(s) est une fonction somme d’une série de Dirichlet qui s’écrit
comme produit de facteurs eulériens fp, on note fnr(s) le produit des fp(s) lorsque
p parcourt l’ensemble des nombres premiers non ramifiés dans K.
Si M est une extension quadratique de Q, on note εM le caractère non-trivial du
groupe de Galois de M/Q et soit L(εM , s) la série de Dirichlet associée. Rappelons
que
L(εM , s) =
∏
p non ramifié
(
1− εM (p)p−s
)−1
où le produit parcourt l’ensemble des nombres premiers p non-ramifiés dans M et
εM (p) = 1 ou −1 selon que l’idéal pOM est décomposé ou reste premier dans M .
Proposition 5.1. Soit K un corps CM quartique et soit χ : CwK → C× un caractère.
(i) On suppose K galoisien sur Q avec groupe de Galois Γ cyclique d’ordre 4. Alors
Γ opère transitivement sur CMK. Soit Φ ∈ CMK. Alors
Znr(K,χ, s) = Lnr(χΦˆ, s)L
nr(εK0 , 2s)
−1,
où K0 est le sous-corps quadratique de K.
(ii) On suppose K galoisien sur Q avec groupe de Galois Γ un groupe de Klein.
Alors l’action de Γ sur CMK possède deux orbites. Soient Φ1, Φ2 ∈ CMK des repré-
sentants de ces deux orbites. Alors
Znr(K,χ, s) = Lnr(χΦˆ1 , s)L
nr(χΦˆ2 , s)ζ
nr(2s)−1.
(iii) On suppose K non-galoisien, le groupe Γ d’une clôture galoisienne L étant
un groupe diédral d’ordre 8. Alors Γ opère transitivement sur CMK. Soit Φ ∈ CMK
et soit Kˆ0 le sous-corps quadratique du corps reflex Kˆ. Alors
Znr(K,χ, s) = Lnr(χΦˆ, s)L
nr(εKˆ0 , 2s)
−1.
Il est clair que la proposition implique le prolongement méromorphe sur C des
fonctions Z(K,χ, s), car les fonctions L apparaissant dans les membres droites des
formules (complétées par leurs facteurs aux premiers ramifiés dans K) possèdent un
tel prolongement. Par ailleurs, il est bien connu que tout corps CM quartique se
trouve dans l’un des cas (i), (ii) et (iii).
Démonstration. La description de l’action de Γ sur CMK est facile et laissée au lec-
teur (voir la remarque 3.13). Le reste de la démonstration consiste en la comparaison
des facteurs eulériens associées aux nombres premiers p non-ramifiées dans K. Cette
comparaison se fait cas par cas selon la nature de la décomposition de p dans K.
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Prenons le cas (i), le nombre premier p étant supposé totalement décomposé dans
K. Alors p est décomposé dans K0 et Lp(εK0 , s) = (1− p−s)−1. Par conséquent,
Lp(εK0 , 2s)Zp(K,χ, s) = (1 − p−2s)−1
∑
k≥0
∑
a∈I
pk
χ(a)p−ks
=
∑
k≥0
⌊k/2⌋∑
ℓ=0
∑
a∈I
pk−2ℓ
χ(p2ℓa)p−ks,
car χ(pOK) = 1.
D’autre part, à conjugaison complexe près, il existe un générateur σ de Γ tel que
Φ(a) = aσ−1(a) quel que soit l’idéal a de K. Alors Φˆ(a) = aσ(a) et χΦˆ(a) = χ(aσ(a)).
Soit p l’un des idéaux premiers de K divisant p. On en tire que
Lp(χΦˆ, s) =
3∏
i=0
(1− χΦˆ(pσ
i
)p−s)−1 =
3∏
i=0
(1 − χ(pσipσi+1)p−s)−1.
Si k ∈ N on note Ek l’ensemble des idéaux de K de la forme p2ℓa avec a ∈ Ipk−2ℓ et
0 ≤ ℓ ≤ ⌊k/2⌋. Un calcul court montre que tout idéal appartenant à Ek s’écrit de
façon unique comme produit de k idéaux de la forme pσ
i
pσ
i+1
avec i ∈ {0, 1, 2, 3},
et que réciproquement tout produit de cette forme appartient à Ek. En développant
Lp(χΦˆ, s) en puissances de p
−s, on voit que le coefficient de p−ks coïncident avec celui
du développement de Lp(εK0 , 2s)Zp(K,χ, s). D’où l’égalité Lp(εK0 , 2s)Zp(K,χ, s) =
Lp(χΦˆ, s).
Dans le cas (ii), on peut choisir Φ1(a) = NK/K1(a) et Φ2(a) = NK/K2(a), où
K1, K2 désignent les deux sous-corps quadratiques imaginaires de K. Alors Φˆi(A) =
AiOK (i = 1, 2), quel que soit l’idéal A de Ki. Dans le cas (iii), le corps Kˆ est l’un des
deux sous-corps CM quartiques de L qui ne sont pas conjugués àK, et la factorisation
de p dans K détermine celle dans L et donc celle dans Kˆ. En plus, L contient un
unique sous-corps quadratique M qui n’est contenu dans aucune sous-corps CM. Si
σ est le générateur de ΓK et τ un générateur de ΓM , alors σ et τ engendrent Γ et
on peut supposer que Φ(a) = A, où AOL = a(στ)(a)OL. Alors Kˆ est caractérisé par
ΓKˆ = {id, στ} et Φˆ(A) = a′, où a′OL = Aσ(A)OL.
Ces indications devraient permettre au lecteur de compléter les détails de la dé-
monstration. 
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